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КІРІСПЕ

¥сынылып отырған окулық Алматы технологиялық университетінің 

студенттеріне бірінші жарты жылдықта оқылатын дәрістер негізінде жазылған. 

Оқулық төрт тараудан тұрады. Бірінші тарауда сызықты алгебра және 

аналитикалық алгебра негіздері қарастырылған. Екінші тарау математикалық 

анализге арналады, үшінші тарауда бір айнымалы функцияны 

дифференциалдық есептеу, төртінші тарауда кэп айнымалы функция 

қарастырылған. Окулық негізінен инженерлерге арналғандықтан кейбір 

теоремалар мен салдарлар дэлелсіз немесе анықтама ретінде берілген.

Бұл оқулық соңғы кездердегі жоғары математика пәніне арналған 

мемлекеттік тілде көптеп шыға бастаған оқулықтарды толықтырады деп 

есептейміз.
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I тарау. СЫЗЫҚТЫ АЛГЕБРА ЖӘНЕ АНАЛИТИКАЛЫҚ 
ГЕОМЕТРИЯ НЕГІЗДЕРІ 

§1. Екінші ретті анықтауыштар

Бізге ап ,ап ,а 21 және а12 нақты сандар берілсін.
Аныңтама. апаг саны екінші ретті анықтауыш (немесе

детерминант) деп аталынады да, мына турде жазылады:

— £Z,,£Z,, Q..Qn. (1.1)

Мұндағы аи,а12,а21 және ап  сандары аныцтауыштыц элементтері деп 
аталынады. Анықтауыштьщ бірінші жолы - ап,ап , екінші жолы - ап және а гг, 
бірінші бағана - а п ,а 2], екінші бағана - аи ,а 22 элементтерден тұрады. (1.1) 
формула арқылы екінші ретті анықтауыштың мынандай қасиеттерін оңай 
дәлелдеуге болады.

1-қасиет. Анықтауыштың жолдарын сәйкес бағандарымен алмастырсақ, онда 
оның шамасы өзгермейді, яғни

а п « 12 «11  « 2 1

«2 1 « 2 2
ап а 22

2-қасиет. Егер анықгауыштың жолдарының (бағандарының) орнын 
ауыстырсақ, онда оның таңбасы өзгереді, яғни

« П G n « 21 а 22 « п « 12 « «  « „

« 21 « 2 2 «11 « 1 2

>
« 2 1 « 2 2 « 2 2  «21

3-қасиет. Егер анықтауыштың кейбір жолының немеее бағанының барлық 
элементтері нөл болса, онда аньщтауыштың шамасы нелге тең.

Мысал.
0 0

= 0 -а22- 0  а21 - 0 ,
0 аү 

0  cl,
-О -а^  - 0 - а ,2 =0.

4-қасиет. Егер анықтауыштың кейбір жолының (бағанасының) элементтерін k 
санына көбейтсек, онда анықтауыштың шамасы да осы k санына көбейтіледі.

\kan
Мысал.

\ka2,
Яғни, жолының немесе бағанының ортақ кебейткішін анықтауыштың 

таңбасының алдына шығаруға болады.
5-қасиет. Егер анықтауыштың екі жолдарының (екі бағандарының) 
элементгері пропорционал болса, онда анықтауыш нөлге тең.

и]2
= к «11 «12 каи кап

= к «П «12

«22 «21 «22 «21 «22 «21 «22

«м ап 

kau ton
= капаи - к а пап =0,

аг[ ка
111 = апка2, -  а21кап = 0.



6-цасиет. Анықтауыштың қайсібір жолының (бағанасының) элементтеріне 
басқа жолдың (бағанның) сәйкес элементтерін бірдей к санына көбейтіп 
қосқаннан, анықтауыштьщ шамасы өзгермейді, яғни

«П «12 |_ аи + ка2І ап + ка22 аи +ка,2 ап
«21 «22 j а2і «22 <3,2 + к&22 &22

7-цасиет. Егер анықтауыштың қайсібір жолы (бағаны) екі санның қосынды- 
сынан тұрса, онда мына теңціктер дұрыс

аи +Ь„ «12 І̂2 «П «12 К ч аи +Ьп ап «п «12 і «12
— +

й2\ + 2̂1 «22
— +

Ь21 ап«21 «22 d2l Cl 22 а21 «221 #2) «22

§2. Үшінші және n-ші ретгі анықтауыштар 

Анықтама.
A — a v a 22a y} +  апа 2м у +  а ]1а 2[аУ2 — а п а22а у — а иа Тіа ҮІ — а п а 2Хаъъ (2.1)

саны үшінші ретті анықтауыш (детерминант) деп аталады да, мына түрде 
жазылады

«11 «12 « .3

Д  = «21 « 2 2 « 23

«31 « 32 «33

Мұндагы a  (i,j = 1,2,3) сандары анықтауыштьщ элементтері, бірінші индекс і 

жолдьщ нөмірін, ал екінші индекс j  осы элемент тұрған бағанның нөмірін 
көрсетеді. Сонымен atj элементі і -жолмен j  -бағанның қиылысуында тұрады. 

ап ,а 22,а 33 элементтері анықтауыштың бас диагоналын, ал ап ,а21,аи 
элементтері екінші диаогоналын кұрайды. (2.2) анықтауыш мына сүлба 
бойынша жіктелінеді:

+
• • •

„V ' Ч )<•" /  'ч /-> •-Л \"р> „у
• ' V ''V

1-сурет 2-сурет
Бүл сұлбаны үшбүрыштар тэсілі деп атайды. (2.1)-дегі оң үш  мүше 1-сурет 
бойынша есептелінеді. Бүлар бас диагоналдардьщ бойындағы элементтердің 
көбейтіндісі жэне табандары осы бас диагоналға параллель екі тең бүйірлі 
үшбұрыштың төбесіндегі элементтердің көбейтіндісі. Ал, теріс үш  мүше екінші 
диагональ бойындағы элементтердің және табандары осы диагоналға 
параллель болатын екі тең бүйірлі үшбүрыштардың төбесіндегі элементтердің 
көбейтіндісінен түрады. (2-сурет). (2.1)-дегі әрбір мүшеде әрбір жолдың және 
әрбір бағанның өкілдері бар және эрбір мүшедегі элементтердің бірінші
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индекстері өсу жолымен орналасқан, Ал бағандарының нөмірлері мына 
кестелер арқылы жазылган.

1 2  3] 3 2 1]
2 3 1 ,  (2,3) 1 3 2 [. (2.4)
3 1 2J 2 1 3 ]

Бұл (2.3) жэне (2.4) кестелер 1, 2, 3 сандардың барлық мүмкін орын 
алмастырулары. п  элементтен и != 1 -2 - .„  п орын алмастырулар қүруга 
болады, ал үш элементген 3!= 1-2-3 = 6 орын алмастырулар құруға болады. 
Бізге а^,аг,...,ап элементтері берілсін . Егерде осы элементтерден құрылған 
орын алмастырудағы екі элементтің а, және <*к нөмірлерінің үлкені кішісінің 
алдында тұрса (яғни і > к ), онда екі элемент езара инверсия немесе ретсіздік 
К¥Рады дейміз.

Мысал. [2, Ъ, 1, 4, 7, і, б] = 2 + 0 + 3 + 1 + 0 + 1 + 0 = 7
Алдымен 1-ді сызамыз, оның алдында 1-ден үлкен 2 және 5 сандары бар, 

сондыктан оның инверсиясы 2-ге тең, содан кейін 2-ні сызамыз оның алдында 
ешқандай үлкен сан жоқ, сондықтан оның инверсиясы нөлге тең т.б. Сонымен 
берілген орын алмастырудың инверсиясы жетіге тең.
[1, 2, 3] = 0 , [2, 3, і] = 2 + 0 + 0 = 2 [3, 1, 2 ]=  1 + 1 + 0 = 2
[З, 2, і] = 2 + 1 + 0 = 3 [і, 3, 2 ]= 0  + 1 + 0 = 1 [2, 3, і]=1  + 0 + 0 = 1
(2.3) кестедегі орын алмастырулардың инверсия сандар ы жұп, (2.4)-гі орын 
алмастырулардың инверсия сандары тақ. Осы инверсия р ы м ы н  пайдаланып 
үшінші ретті анықтауышқа басқа анықтама береміз.

Анықтама. Үшінші ретті анықтауыш деп мынаған тең:

А = І Н 'Аі)
% a2j2ay3 (2.5)

А - санын айтамыз. Мүндағы j  = (;,, /,, j . ) негізі 1 ,2 ,3  элемештерден 
түратын барлық мүмкін орын алмастырулар, t ( j )  - деп j  = { j , , j 2, j 3) орын 
алмастырулардың инверсия санын белгілейміз.

Анықтама. и-ш і ретті анықтауыш немесе детерминант деп мына түрде 
жазылатын

(2.6)

және мына заңмен есептелінетш

A = S ( - 1 (2.7)

А -санын айтады.
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Бүл қосынды негізгі орын алмастыруы 1, 2, 3,..., п болатын барлық 
мүмкін j  = орын алмастырулардан тұрады. j  = 0 ' , J 2,.■•,./„) орын

алмастырудың инверсия санын t ( j )  деп белгілейміз. ( - 1) ( j) °  Иг —a «J,
анықтауыштың мүшесі деп аталады. п -ші ретті аныктауыштың п\ мүшесі бар. 
Үшінші және п -ші ретті анықтауыштар жоғарыдағы екінші ретті анықтауыш- 
тың жеті қасиетін де қанағаттандырады.

§3. Минорлар мен алгебралық толықтауыштар

Апыцтама. и-ші ретгі А-анықтауыштың аа элементінің М Ік миноры  
деп, А анықтауыпггың z'-ші жольш жэне к -шы бағанын сызып тастағаннан 
соң қалған п -1  -ші ретті анықтауышты айтады.

Мысал. A =

Осы А-ның 2-ші жолын 3-ші бағанын сызып тастағанда, екінші ретті М2І 
анықтауыш аламыз, Бұл элементтің миноры.

Аныцтама. п -ретті Д анықтауыштың ал элементінің ^ik алгебралъщ 

толъщтауышы деп, (- іУ+* таңбамен альшған оның минорын айтады, ягни

А = ( - і  Ү км ,
Жоғарыдағы мысалды қарастырамыз:

Л ,= ( - 1  Т 1м п = - М 23=- 

Осы ұғымдарды пайдаланып анықтауыштың келесі қасиетгерін дәлелдейік.

8-ңасиет. (Лаплас формуласы). Анықгауыштың қайсібір жолының немесе 
бағанның элементтерін олардың сәйкес алгебралық толықгауыштарына 
көбейтінділерінің қосындысы анықтауынггьщ шамасьша тең. Яғни

« п « п «>3

« п  а п  

« з і  а п
« 2 , « 2 2 « 23

и

«31 а п « 3 3

Д = (і = һ2 ,...,п )
ы

А = 5 Х 4 >  (к = 1,2,--,п)
/=1

Бүл формулалар Лаплас формулалары  деп аталады.
Дәпелдеу. Бүл қасиетті үшінші ретті анықтауыштың 3-ші жолы үшін 

дәлелдейік.

берілсін.

(3.1)

(3.2)

«п «12 «,3
Сонымен А = «21 «22 «23

«3, «32 «33
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а 31 ^ З І  +  Я 3 2 ^ 3 2  +  ° 3 3 ^ 3 3  ~  а ЗІ

<3|2 аи аи ап
аъг + а ,3

а22 й23 а2\ «23

— &\\а22а 33 "̂ *2!3̂ 21̂ 32 2й23аз'. ап а22аіІ а і1й23Я32 а\іаі\аУІ ~ ^
(3.1) қосындыны аныктауышты і-ш і жолдьщ элементтері арқылы жіктеу, (3.2) 
қосындыны к  бағанның элементтері арқылы жіктеу деп аталады.

ап 0 . .  0 «22 °23 -  а2п

Мысал 1.
а21 а2г • а1„ IIтII «32 агг • «3„

й„2 • а«г апі • • ат

Мысал 2.

дн 0

Ү шбұрышты анықтауыштың мәні бас диагоналдағы элементгердің көбейтінді- 
сіне тең.

Мысал 3.
2 3 4

1 2 5 2 5 1
5 1 2 = 2 - 3 + 4

1
2 1 3 1 3 2

3 2
= 2 - ( - 3 ) -3 - ( -1 )  + 4-7 = -6  + 3 + 28 = 25.

Бұл анықтауышты бірінші жолдың элементтері арқылы жіктедік.

9-ңасиет. Анықтауыштың кайсібір жолының (бағанының) элементтерінің 
баска жолдың (бағанның) сәйхес алгебралық толықтауышына көбейтівділерінің 
қосындысы нөлге тең.

Дәлелдеуі. Анықтауыштың бір жолының элементтерін басқа жоддың 
алгебралық толықтауышына көбейтсек, онда көрсетілген жолдары тең 
аныктауыш аламыз. Ал екі жолының элементтері бірдей аныктауыш нөлге тең. 

Мысал.

a>Âv + о̂ гАп  + апЛ2і — а,,

а \ 1 (а і2а ’П а іЗа н )  +  a }l(,a l]a rj °1 3 а 3 і )  а ; з ( а ! і а 32 й 12й 3 і ) ~

а \2 «13
+  а п

а и Й] з « м й|2
~ « і з

«32 а :в а и «33 «31 а }2

—  « И « 1 2 « 3 3 ІI 13 32 U!IUI2”33 «П«13«32 + «І2«13«31 “

ІО-қасиет. Бізге Д, = |attj және Д2 =j&i4j «-ш і ретті анықтауыштар берілсін.
Екі Д, және &г анықтауыштардың көбейтіндісі деп элементтері мына 

формуламен анықгалатын

Г,к = £  а ьЪл
.ү=1

п -ретті анықтауышты айтады. Ягни

(3.3)



•Д ,= 2 > А = д.

Дәлелдеуі. Бұл қасиетгің екінші ретті анықтауыш ушін дұрыстығын 
көрсетейІк.

<2П (Я|2
* Л2 ~~

К К
, д =

Г и У12
<л2 j &12 ь2] К г2, У22

Мұндағы, ~~ОпЬи -i-anb2V уп ®\Р\г Уг\ ®гР\\ Уп ^гРп ^rfir,
(3.3) формула бойынша

К + ап К  anbu + a nb22 |a iAl ^lAl GJ2̂ 22= j + +
2̂1̂ 11 ^^22^21 2̂1̂ 12 2̂2̂ 22 Г*2І̂ П а2\Ь\\ al-fill

anbn

ап^г\

яиЬи 
a2lbn j

+
a \ f i l \ ® \ l f i l 2

—  b , . b „
a u

® 2 2  ^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 2

11 12

& 2 І a 2 \

1Л п G . ~

Ш  n

12

~ b n K

11 !2

к a n ^ 2 1 a 22

+ ь,,ь. a n  « ! 2 + b2]b]2 a n  ^ 1 1

^ 2 1 ^ 2 2

a , 2  «и
=

<*21  « 2 2 f l 22  a 21 < J 22  f l 22

1 2 3 - 3 2 2
Мысал. Д, = 2 3 1, Л2 = 4 0 1

2 2 1 2 3 1

д =д ,  -Д2 =
1-(-3)+2-4 + 3-2 1-2 + 2-0 + 3-3 1-2 + 2-1 + 31
2-(-3)+3-4 + 1-2 2-2 + 3-0 + 1-3 2-2 + 3-1 + Ы
2-(-3)+2-4  + 1-2 2-2 + 2-0 + 1-3 2-2 + 2-1 + М

-3 + 8 + 6 2+9 2+ 2 + 3 11 11 7
- 6  + 12 + 2 4 + 3 4 + 3 + 1 = 8 7 8
-6 + 8 + 2 4 + 3 4 + 2 + 1 4 7 7

(^11̂ 22 (^п^гг аі2аи}  ^ і ‘^2-

§4. Матрицалар және оларға қолданылатын амалдар

1. Матрица ұғымы. т жолдан п бағаннан тұратын, тік бұрышты сандар 
кестесі т х п  өлшемді матрица деп аталады да, мына жазулардың бірімен 
белгіленеді:

'«п а ]2 «11 «12 • «ы «12 •• «>„

Л =
а,, а22 “ .«I. а21 «22 • а2п я2| ^2 -•• а7.

дахя
.. .  . . . .  .

k°«i «»2 • а-2 • ■ аш,_ а* «т2 •■■ атп

4 4

г = 1,2,..., т, j  = \,2,...,n. 
atj (i = 1,2,....w, 7 - 1,2,...,«), сандары матрицаның элементтері деп аталады. Егер 
матрицаньщ жолдарыныц саны оның бағандарының санына тең болса, яғни 
т=п, онда матрицаны п -ші ретті квадрат матрица деп атайды. и-ші ретті
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квадрат матрицаның а п , а 22,..., а т элементтері оның бас диагоналын, ал 

ain’ a 2,n-t>—’ a „i '  екінші диагоналын кдоайды. Барлық элементтері нөлге хең 
квадрат матрицаны нөлдік матрица дейді де, О  әрпімен белгілейді, яғни

( 0  0 ... О''

0 =
0 0

Vо 0
Бас диагоналының элементтерінен басқа 
матрицаны диагоналды матрица деп атайды

D  =

2, 0 . .  0 >
0 я 2 . .  0

0 0 •• к )

0

0
элементтері нөлге тең квадрат

Егер Я, = Л2 = ... = Хп = 1 болса, онда матрицаны бірлік матрица деп атайды да 
Е  әріпімен белгілейді

Е =

1 О

° 0 ... 1 ,
Бір бағаннан немесе бір жолдан түратын матрицаны сэйкес багана вектор 
немесе жол векторы деп атайды. Олардың түрі мынандай: 

а ,

4 . , , = А »  =

Матрицаның элемеиггері вектордың координаттары деп аталады.

Е С  K E P T  У. п-т і ретті А  квадрат матрицаның анықтаушы деп

и = санын аитады.

Квадрат емес матрицаның анықтауышы жоқ.

Екі матрицаны 4 „ „ = [а ; J және Вкш = j бір-біріне тең дейміз, яғни 

. егерде а , = Ьг/, (і = 1, от, j  = 1, и) болса.

ю



2. Матрицаға қолданылатын амалдар

1) Екі матрицаның А тлп = [а 0] және В тхп = [btj\ цосындысы деп элеменггері 

й- = a  + fe , г = 1, w, У = 1, и , болатын, 7Vwxn = [71 ] матрицасын айтады, яғни 
С = Л + 5 .

Матрицаларды крсудың мынандай цасиеттері бар:
1. А + В = В + А
2. (А + В)+С = А + (В + С)
3. А + 0 = А
4. А - А  = О

^  + X  = В болатын тек бір X  матрица бар, бүл матрица А жэне В матрица- 
лардың айырымы деп аталады. Сонымен X  = А - В . А + Х  = 0 теңдеудің 
шешімі Х = 0 - А  А матрицаға қарама-қарсы матрица деп аталады, оны -  А 
деп белгілейді.

- A  = [~at ]
2) А = [д ] матрицаның а  g R санына көбейтіндісі деп аА = [аа:/ ] матрицасын 

айтады.

Матрицаның сандарга көбейтудің мынандай цасиеттері бар:
1. \ -А  = А, (-1)-А = -А,  0-А = 0
2. (аР)А = а(/ЗА), a , p e R
3. (а + /3)А = аА + (ЗА, а ,Р e i ?

4. а(А  + В)= аА + аВ, a  e R

3) Матрицаны багана векторга көбейту. Атт матрицаны X  бағана векторға 
көбейту үшін, А матрицаның бағандар саны X  вектордың координат 
сандарына тең болуы қажет. Онда А матрицаның X  векторға көбейтіндісі 
А ■ X  мына түрде жазылады

А - Х  =

v V , + V 2 + -  + a . A ;

(4.1)

Қорытындысында Ү = A - X  багана вектор аламыз. Бүл вектордың коорди- 
наттарының саны А матрицаның жолдарының саны на тең, яғни
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Ү =

' у, '
У.

\ y . j

А -Х  = i x * ,j=i

2 Х л
j -I j

немесе
(а  Л ' О

= А - Х  =
а 12

• +
а21

■ х 2 + . .+ °2,

\ а тг, тп J

• x .

(4.3) формуладан, егер X  = O -

vOy

болса, онда A X  = 0 .

Егерде A = E  болса, E  - бірлік матрица, онда

Е -Х  =
f0> ( 0) V

0 1 0 х2
•х, + ■х2 +...+ ■х„ =

,0, V°J л ,

= Х .

(4.2)

(4.3)

Матрицаның векторга көбейтудің мынандай цасиеттері бар:
1. А (аХ )= аА Х , a e R
2. Л (Х  + Y)= А Х  + A Y, \ fX ,Y  - багана векторлар.

4) Ыатрицаларды көбейту. Екі матрицаны А  жэне В  -ны келісілген дейді, 
егер А  матрицаның бағандарының саны В  матрицаның жолдарының саны­
на тең болса, яғни А т%п жэне В тк болса. Тек екі келісілген матрицаларды 
бір-біріменкөбейтугеболады. АтУп =  [а..] жэне В ю1 = [ 6 J  матрицалардың

көбейтіндісі деп, элементтері мына форму ламен анықталатын су = ^ а „ 6

(/ = \,т\ j  -  Сшк = А- В  матрицасын айтады.
1 2^
3 2

( 1 2  3, 
Мысал. ^ = І 2 j j I’ -® =

vl b
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С-А-В -
Ы+2-3+3-1 1-2+2-2+3-1 
2-1+1-3+М 2-2+1-2 + Ы

Г1 + 6+3 2+4+3^ ГіО 9̂1 
[г+3+1 4+2 + lJ  [б  7 /

Жалпы жағдайда А -В ф В -А .  Матрицаларды көбейтудіц анықтамасынан 
мынандай қасиеттер шығады:

1. АЕ - Е А - А
2. A -0  = Q-A = 0
3. А" = А -А -...-А
4. (АВ)С  = А(ВС)
5. (А + В)С = АС  + ВС
6. a (b +n ) = a b  + a c .

4) Аударылган матрищ. А матрицаның жолдарын бағандарымен ауыстыр- 
ғанда алынған А ' матрицаны аударылган матрица деп атайды, яғни

А1 - К Г  = [ < ] = [ « ,] -

Мысал. А- ’1 2 3' , Ат =

‘1 2

2 1 1
2 1
3 1

Аударылган матрицаның цасиеттері:
1. (A ' j  ^ А  3. {А + B j ■■ X' +  В '

2. (а А )' -  aA J 4. (А В )Т = В ТА Г

4-қасиетті дэлелдейік.

Дәлелдеуі: {АВ)т =  X йА 5>А = В Т А т

Егер А -  А болса, А - матрицаны симметриялы дейді. 
k ,  1 2 3

1 д22 4 5
2 4 ям ■ 6
3 5 6 а.А

2 3 '

_kU
. 1! 2 ап 5 • А  =

3 5

симметриялы матрицалар.

§5. Kepi матрицалар

Квадрат матрицаны өзгеіие емес дейді, егер оның анықтауышы нөлге тең 
болмаса.

d  1 матрицаны А матрицаға кері дейді, егер мына теңдік орындалса

A A ~ '= A -lA  = E. (5.1)

Мұндагы Е  «-ші ретті бірлік матрица. Егер берілген матрицаның кері 
матрицасы бар болса, ол тек жалгыз.

Теорема. Квадрат А матрицаның кері матрицасы бар болуы үіпін, оньщ 
өзгеше емес болуы қажетті жэне жеткілікті.
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Қажеттілігі А  матрицаның кері матрицасы бар болсын. Онда (5.1) 
теңдіктен және анықтауыштың қасиеттерінен

\а а ~' I= |і4| Л"' j=)£( = 1. => I л| ^  0.
Жеткіліктілігі. А  матрицаның анықтауышы нөлге тең болмасын.

А =

а„ а„

\А\*0.

( а и Аа ... 4 ^
А матрицаның элементтеріне сэйкес А А А
алгебралық толықтауыштарынан 21 л 22 2и
тұратын матрица құрайық:

п 1 а „2 ... 4 „ у
Ч , А 25 ... А: \t

Осы матрицаның жолдарын бағандары- А„ А„ ... Ап
мен алмастырып В  қосалқы матрицаны В п 22 2
аламыз

■■■ ' 4 я  У
А жэне қосалқы В  матрицаны көбейтсеқ, мынадай матрица шығады

««J 2X4, •• 21 a i АLmJ i s ns

А В  = 2X4, 5ХА ,  •• 5X A ,.v=l

І х а ,_ ,v=3 2ХА ••s=i 2X4,.V=l
Лаплас формуларынан және анықтауыштардың кайсібір жолдың элементтері- 
нің басқа жолдың сәйкее алгебралық толықтауыштарына кебейтіндігсрінің 
қосындысы нөлге тең деген анықтауыштың 9-шы қасиетінен мынаны аламыз:

'Ml 0 . . 0 ' '1 0 . . <r

AB =
0 и  • . 0

= и
0 1 . . 0

0 0 .. - И 0 0 . . 1

■\А\Е, АВ = \А\Е (5.2)

(5.2) -нің екі жағын сол жақтан А~' матрицаға көбейтсек

А~' АВ = А~'\АЕ => Е ■ В = \А\А~' S = 1
(5.3)

Бұл А 1 матрица А матрицаға кері матрица. Сонымен А матрицаға кері 
матрицаны есептеу үшін, алдымен В  қосалқы матрицаны құрып алып оның 
әрбір элементін Uj санына бөлу керек.
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Мысал. А = И Н ­

ОСЫ матрицаның кері матрицасын табу керек. Ол үшін А матрицаның әрбір 
элементтерінің алгебралық толықтауыштарын табамыз.

1 2 0 2 0 1
= -1 , А„ = - = 4, Аи =

1 1 ’ І2 2 1 2 1
= -2,,

2 2 1 1 1 2
1 1

ІІ 1 II 1

2 1

1II1II

2 1
= 3 ,

2 1| 1 1 1 2
= 3, Ап = -

1 2| 0 2

И(N1II

0 1
=  1,

'4 , A2i А31 1 -1 3'

■ А ~ '= Һ В = -
И  5

-1 -1 3"
В = Аг

Дз Аг1
А31

Д з.

4
- 2

-1
3

- 2
1

4
- 2

-1
3

- 2
1

§6. Матрицаның рангісі

Аныцтама, Матрицаның рангсі деп, осы матрицаның нөлге тец емес 
минорларының ең үлкен ретін айтады.

Матрицаның рангісі г (а )  арқылы белгіленеді. Егер А матрицаньщ өлшемі 
т х п болса, онда 0  < г{а ) < min(m; п).

Матрицаны элементарлық түрлендіргенде оның рангісі өзгермейді. 
Матрицаны элементарлы түрлендіру деп:
1) матрицаньщ екі жолының (немесе бағандарының) орнын ауыстыруды;
2) матрицаның жолын (бағанасын) нөлге тең емес санға көбейтуді;
3) матрицаның бір жолына (бағанына) басқа жолдардың (бағандардьщ) 

сызықтық комбинациясын қосуды;
4) матрицаны аударьшған матрицаға алмастыруды айтады.

" 1 2
Мысал. А  матрицаньщ рангісін табу керек. А = -1

1
- 2

2

0 2 1
1 1 О

-3 - 7  - 2
Шешімі. Матрицаньщ рангісін табу үшін А матрицаға элементарлы 

түрлендіру жасаймыз.
" 1 2 0 2 Г '1 2 0 2 Г
-1  - 2 1 1 0 Ж, + Ж 2 ~ 0 0 1 3 1

_ 1 2 -3  - 7 - 2 (-1 )Ж ,+ Ж 3 0 0 - 3 - 9 -3 3 Ж 2+Ж 3
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'1 2 0 2 Г
1 2 0 2 1'

0 0 1 3 і
0 0 1 3 10 0 0 0 0

Матрицаньщ екінші жолыньщ элементтеріне бірінші жолдың элементтерін 
қостық жэне бірінші жолдьщ элементтерін -1-ге көбейтіп үшінші жолдың 
элементтеріне қостық. Екінші матрицаньщ екінші жолын 3-ке көбейтіп үшінші 
жолдың элементтеріне қостық. Элементтерінің барлығы нөл болғандықтан 
матрицаньщ үшінші жолын сызып тастадық. Соңғы матрицадан нөлге тең емес 
минордың ең үлкен реті екіге тец, ягни г(Л) = 2 .

§7. Сызықты теңдеулер жуйесі

х 1,х 2,... хп деген п  белгісіздері бар т  теңдеулерден түратын сызықты жүйе 
деп, мынандай теңцеулер жүйесін айтады

а„х, + а12х2 +.. ■ + а,„х, = Ь,
а2,х , + а22х2 + .. . + аи хп = Ъ2

<*ЯА + а^ х2+- .. + атх п = Ът

Мұидағьг ац (i = \,m ,j = \,п) теңдеулер жүйесінің коэффициенттері,

b. (і = 1, т) жүйенің бос мүшелері деп аталады. Жүйенің шешімі деп, осы 
жүйенің эрбір теңдеуін тепе-теңдікке айналдыратын кез келген х І, х 2,...  х п п 
сандар жиынтығын айтады. Ең кемінде бір шешімі бар тецдеулер жүйесін 
үйпесімді, ал шешімі жоқ теңдеулер жүйесін уйпесімсіз деп атайды. Тек қана бір 
ғана шешімі бар жүйені анъщтапган, ал бірден артық шешімі бар жүйені 
аныцталмаган деп атайды. Егер барлық Ь1=Ьг = ... = Ьт-  0 болса, онда (7.1) 
жүйе біртекті, ал ең болмағанда бос мүшелердің біреуі нөлге тең болмаса ол 
біртекті емес деп аталады. (7.1) жүйені матрица түрінде былай жазуға болады:

А Х  - В  (7.2)

' а п а]2 - Ч ’ % '

мүндағы А =
а2Х а22

, х  = . в  = Ьг

}3-■ - х„ к .
А матрицасы жүйенің коэффициенттерінен қурылған негізгі матрица, X  және 
В  багана векторлар. Олардың кординаттары x l,x l , . . . ,x ri-re және бос мүшелерге 
тец. Мына матрицаны
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(7.1)жүйенің кеңейтілген матрицасы деп атайды.

Кронекер-Капеллидің теоремасы. (7.1) теңдеулер жүйесі үйлесімді болу 
үшін, оның негізгі матрицасы мен кеңейтілген матрицасыньщ рангтеріяің тең 
болуы қажетті жэне жеткілікті.

(Дәлелдемейміз.)

олай болса жүйе үйлесімсіз. Ягни берілген теңдеулер жүйесінің шешімі жоқ.

§8. Крамер эдісі

п белгісіздері бар п тевдеулер жүйесін қарастырайық 

[ а пх, + а І2х 2 + ... + а,„х„ = й,,

Осы жүйенің шеіпімдерінің бар немесе жоқтығын

зерттеу керек.
Ол үшін бүл жүйенің негізгі матрицасын қүрамыз.

кеңейтілген матрицасының рангісі 2-ге тең, ш ы ньтда да

г(а ) ̂  г(а ]в ) , Кронекер-Капеллидіц теоремасының шарты орьшдалмайды,

а 2Іх , + а ^ х 2 + ... + а 2„хп = Ьг,
(8.1)

а„,х ,+ а „ 2х 2 + ... + а юх п = Ъп.

Осы жүйенің негізгі матрицасының анықтауышы \а \ Ф 
жүйесі матрица түрінде былай жазылады:

0 .  (8.1) теңдеулер

А Х  = В (8.2)



(8 2) формуланың екі жағын солдан А  1 матрицаға көбейтіп мынаны аламыз:
(а -'а )-х  = а -'в =>е х  = а ~'в ^

X  = А~'В (8.3)

(8.3) формула тевдеулер жүйесінің шешімінің матрица түріндегі жазылуы. (8.3) 
теңдікті былай ашып жазуға болады:

А..
х 2 1

~ Н
-Х._

Ац А2і 
An Ап

An Аг

V
ь2 1

= И
_Ьй_

Aub, + A2,b2 + ... + Aa]b„ 

А г^  An b2 + . . .  + An2bn

A  A  + A M  + -•■ + Amb
Осы теңдіктен

_1̂
\A\

x , -  i r( A .b s + A 2jb2 + ... + A nJbn), j  -  1 ,2 ,... (8.4)

Аныкгауыштың қасиеттерінен A ,j b l + A 2jb2 + ... + A njbn = A , j  = \,n. 

Мандаты анықгауыш j  бағанын жүйеиің бос мүшелерімен алмастырған, \А\ 
анықтауыштан шығады. Ягни

Ь\ ап ■■■ ®\п а\\ А !̂3 а\п аи а}2 ... bt
Ьг ап ... а2п

. А2 =
аі\ >̂2 • • • ®2п

, А„ = аг\ а22 ••• Ъг

К а* ■■■ а« К  а,ъ ••• ат а* а,,2 К

х, =
И ’ А

х„ = (8.5)

(8.5) өрнектері Крамер формулалары деп аталады. Сонымен берілген жүйенің 
негізгі матрицасының анықтауышы нөлге тең болмаса, онда оның тек қана бір 
шешімі болады. Ол шешімді Крамер формулалары арқылы да табуға болады.

Мысал. Крамер формулалары арқылы берілген жүйенің шешімдерін 
табыңдар

х, + х 2 + 2х3 = 5,
■ 2х, + Зх2 + х3 = 9,

-  х, + х г + 2х3 = 3.

Шешімі: Негізгі матрицаның анықтауышын жэне А ,, А 2, А 3 -дерді 
есептейік

' 1 1 2
= 6 + 4 - 1  + 6 - 1 - 4  = 10М  = 2 3 1

- 1  1 2



5 1 2

А,= 9 3 1 =
3 1 2

1 5 2

д 2 = 2 9 1
-1 3 2

1 1 5

А,= 2 3 9
-1 1 3

= 30 + 18 + 3 - 1 8 - 5 - 1 8  = 10,

= 18 + 12 -5  + 1 8 -3 -2 0  = 20,

= 9 + 1 0 -9  + 1 5 - 9 - 6  = 10.

(8.5) формулапарды пайдаланып г = = 1, г = = 2, х = ^  = — = 1.
' \А\ 10 2 \А\ 10 1 |Л| 10

Сонымен жүйенің шешімі ( l ,2 Д) .

§9. С ы зы қты  теңдеулер жүйесін Гаусс әдісімен шешу

Гаусс әдісі сызықты теңдеулер жүйесін шешудегі универсалды әдістердің 
бірі деп есептелінеді. Бұл әдіс кейде айнымалыларды біртіндеп жою әдісі деп те 
аталынады.

А - Х  = В. (9.1)

теңдеулер жүйесін қарастырайық. Мүндагы

А =

аи ап ■■ й| / X,

-сГ
\

..

а2\ °22 ^2п , Х  = , 5  =
Ъг

^т2 ® тп _ Iх-.. Л .

(9.2)

элементарлы түрлендіру арқылы оны сатылы матрица түріне келтіруге болады. 
Мысалы, бір айнымалыны таңдап аламыз (көбінесе х , ) және оны осы 
айнымалының алдындағы коэффициенттерді жэне сол айнымалы бар теңдеуді 
шешуші деп атаймыз. Егер шешуші коэффициент бірден өзге болса, онда 
шешуші теңдеудегі барлық коэффициенттерді осы шешуші коэффициентке 
бөліп, қалған барлық теңдеулерден шешуші айнымалыны жоямыз. Содан кейін 
келесі шешуші айнымалыны таңдап аламыз (көбінесе х 2), шешуші теңдеуді 
шешуші коэффициентке бөлеміз жэне қалған тевдеулерден осы шешуші 
айнымалыны жоямыз. Осы процессті эрі қарай жалгастырамыз. Осы процесс 
кезінде 0 • х, + 0 ■ х2 + . . .  + 0 • хп = 0 түріндегі теңдеу кездессе, мүндай теңдеуді 
немесе кеңейтілген матрицадағы осыған сәйкес барлығы нөлден түратын 
жолды алып тастауға болады. Себебі, бүл теңдеуді кез келген хІ,х2,... ,х ІІ сандар 
жиыны қанағаттандырады. 0 • х, + 0 ■ х2 + .. .  + 0 • хп = b, [b* О), түрдегі теңдеу 
немесе кеңейтілген матрицада барлық элементтері нелден түратын, бірақ соңғы
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элементі нөл емес жол кездесуі мумкін. Онда бүл теңдеудің сонымен қатар 
берілген теңдеулер жүйесінің шешімі жоқ, яғни жүйе үйлесімсіз.

Сонымен кеңейтілген матрицаньщ жолдарына элементарлы түрлендіру 
арқылы оны сатылы матрицаға келтіреміз:

Ч ,  ап • •• а„ О
/
аи ап *•• аік ■■ аы О

а 2і агг .. агп К ~
0 Сп * • ^2 к ■ сгп dr

(9.3)

атг . ■■ а™ ь 0
V

0 ... скк . ■ сы d „J

Бүл матрицаға мынадай теңдеулер жүйесі сәйкес келеді: 

аі1Х1 ~̂~аі2Х2 ••• +

(9.4)

мүндағы к<т , ап ^  0, са Ф 0, і = 2,к. Осы (9.4) теңдеулер жүйесінің соңғы 
тевдеуінен х к белгісізді басқа (хі+1,. .. ,  хп) арқылы өрнектейміз. Содан кейін 
хк -шы жүйенің соңғы теңдеудің алдыңғы теңдеуіне қойып белгісізді 
(хч-і>хк<-л - . * , )  арқылы өрнектейміз, содан кейін хі2 , . . . ,х 1,х] белгісіздерді 
осылай табамыз. Сонымен (хы ,хм ,...,х я) бос айнымалыларға кез келген 
мәндер беріп, жүйенің шексіз көп шешімдерін аламыз.

Е  С К  Е  Р  Т  У. Егер сатылы матрица үшбұрышты болса, яғни к = п , 
онда берілген жүйенің тек қана бір шешімі болады. Соңғы тендеуден х п 
белгісізді тауып оны соңғы теңдеудің алдыңғы теңдеуіне қойып хпЛ, тағы солай 
жалгастырып х п 2 , х,  -лерді табамыз.

Тевдеулер жүйесін Гаусс әдісімен шешу 
керек.

Мысал. f4x, + 2х2 + х3 = 7 
x t -  х2 + х3 = -2  
2х, + Зх2 -  Зх3 =11 
4х{ + хг -  х3 = 7

Шешімі. Бүл жүйенің кеңейтілген матрицасын қүрып, оган элементарлы 
түрлендірулер қолданамыз.

4 2 1 1 D 'і - і 1 -2 ' 'і -1 1 - г
1 -1 1 -2 4 2 1 7 (-4)Ж,+Ж2 0 6 -3 15 Жг :3
2 3 -3 11 2 3 -3 11 (-2)Ж2 +Ж3 ~ 0 5 -5 15 Ж3:5
4 1 -1 7 4 1 -1 7 (-4 )Ж,+Ж4 0 5 -5 15 Жі : 5
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1 -1 1-2І '1 -1 1 -2І
0 1 -1 3 0 1 3 . Осыдан <
0 2 - 1 5 (~і)ж2+ж 3 ~ 0 1 0 2
0 1 -1 3 (-1 )ж1+ж4 0 0 0 0J

X, -  х 2 + X, 

х 2 -  х ъ = 3 
х, = 2

§10. Б іртекті теңдеулер жүйесі

Біртекті теадеулер жүйесін қарастырайық

а„х, + аих 2 + .. .  + а , „ х „ = 0

а 2 , х , + О 22  Х2 + . . • + а2„х„ = 0

а ^ х + а т2х г + . +  а т«Х =

( 10.1)

Бұл жүйені матрицалық турде былай жазуға болады

А Х = 0  (10.2)

Мүндагы А (10.1) жүйенің негізгі матрицасы, X  -= (х,, х, ,..., х„)  , 
О ’ = (0 ,0,...,0У  . Бұл жүйе әрқашанда үйлесімді, себебі х, = х 2 = ... = х„ = 0  
жүйенің шешімдері.

Бұл нөлдік шешімді мардымсыз (тривиальное) шешім деп атайды.

Теорема. Біртекті теңдеулер жүйесінің нөлден өзге шешімі болуы үпіін, 
негізгі А  матрицаның рангсі п  санынан кіші болуы, цажетті және жеткілік- 
ті, яғни (г ( А ) <  п ) .  Мүндағы п матрицаның бағандарының саны.

Қажеттілігі. (10.2) жүйенің нөлден де өзге шешімі болсын, ягни 
төмендегі теңдік орындалатын барлыгы нөл емес х І, х 2,. . .  , х п бар болсын.

а х  = о<=>

4 0
а2І

х, +
а22

х2. ..+

4 0
а2п хл = 0 (10.3)

Бүл теңдік А матрицаның бағандарының сызықты тәуелділігін көрсетеді. 
Матрицаның рангісінің анықтамасы бойынша г(а ) < п .

Жеткіліктігі. г(а ) < п болсын. Онда А  матрицаның бағандары сызықты 
тәуелді, яғни барлығы нөлге тең емес х ,,х 2,...,х „  сандар табылып (10.3) теңдік 
орындалады. Осыдан (10.2) жүйенің нөлден де өзге шешімі болатындығы 
шығады.

Салдар 1. Негізгі матрицасы А пуп болатын А - X  = 0 жүйенін нөлден де 
өзгеше шешімі болуы үшін, \А\ = 0 О  г(а )< п болуы қажетті және жеткілікті.
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Салдар 2. Негізгі матрицасы Апхп болатын А ■ X  = 0 жүйенің тек нөлдік 
шешімі болуы үшін, \А[^0<=> г(а ) = п болуы қажетті жэне жеткілікті.

j 2х, + х 2 = О 
Мысал 1. < жүиесін шешу керек.

х, + Зх, = О

Бұл жүйенің негізгі матрицасыньщ анықтауышы [а \ -  

Ал д, =

2 1 
1 3

= 5*0 .

0 1 2 0
= 0, Д 2 =

0 3 1 0
= 0. Олай болса х, = = -  = о, х = = о.

Жүйенің шешімі (0,0).

Мысал 2. I х ' 2хг + 4хз 0 Жүйені шешу керек. 
2х, -  Зх, + 5х, = О

А =
1

, г(а )=2, и = 3. г <п болғандықтан берілген жүйеңің нөлден де

= 1,

<2 - 3 ,

өзгеше шексіз шешімдері бар. Соларды табайық. д = 1 - 2  
2  - 3

х, -  2х2 = -4 х 3 
2х, -  Зх, = -5х,

\-4х, - 2 1 -  4х
=> д, = = 2х3, Д2 =

|— 5х3 - 3 2 -  5х3
= Зх,.

Осыдан х, = = 2х х  =
И ИІ г И

= Зх„ х, -ке әртүрлі мэндер беріп жүйенің

шексіз көп шешімін табамыз.

§11. Векторлар және векторларға қолданылатын сызықтық амалдар

1. Вектор үғымы. Физика, механика жэне техника салаларында скалярлық 
жэне векторлық шамалар жяі кездеседі.

Өзінің сандық мэнімен толық аныкталатын шамаларды скалярлың 
шамалар деп атайды. Скалярлық шамаларға мысалдар: аудан, үзындық, көлем, 
масса, жүмыс, температура.

Векторлъщ шамалар өздерінің сандық мәндерімен жэне бағыттарымен 
анықталады. Векторлық шамаларға мысалдар: күш, жылдамдық, үдеу.

Вектор деп бас нүктесі А -да соңғы нүктесі В -да жататын бағытталған А В 
кесіндісін айтады. ВА векторы (бас нүктесі В  -да, ал соңғы нүктесі А  -да) АВ 
векторға қарама-қарсы вектор деп аталады. а векторына царама-царсы вектор
-  а  деп белгіленеді.

АВ  вектордыц ұзындыгы немесе модулі деп кесіндінің үзындыгын айтады 

да оны JА В  j деп белгілейді. Үзындығы нөлге тең векторды нөлдік вектор деп 

атайды да 0 деп белгілейді. Нөлдік вектордың бағыты жоқ.
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¥зындығы бірге тең векторды бірлік вектор немесе орто деп атайды. а 

вектордың бірлік векторының багыты осы вектормен бағыттас, оны 3° = ~ = ё
н

деп белгілейді.
а жэне b векторларын коллинеарлы дейді, егер олар бір тузудің бойында 

немесе параллель түзулерде жатса, онда оларды а\\Ъ деп жазады. Екі а  және 

Ь векторларын бір-біріне тең дейді {a = b), егер олардың ұзындықтары тең 

болса |а | = |й j) және бағытгары бірдей болса. Осы анықтамадан келешекте өзіне

өзін параллель жылжыта алатын векторлар қарастырылады. Вектордың бас 
нүктесін кеңістіктің кез келген нүктесіне параллель жылжытып алып келуге 
болады.

Кеңістіктегі үш векторларды компланарлы дейді, егер олар бір жазыктык- 
та немесе параллель жазықтықтарда жатса.

2. Векторларга қолданылатын сызыңтыц амалдар. Векторларды қосу, 
азайту жэне векторларды санға көбейтуді векторларга қолданылатын сызықтық 
амалдар дейді. Кеңістікте а және Ь кез келген екі вектор берілсін. Кез келген
О нүктесін алып а  =  ОА векторын тұрғызамыз. А  нүктесінен b = АВ  
векторын тұрғызамыз.

а  жэне b векторлардың цосындысы деп а вектордың басы мен Ъ 
вектордьщ соңғы нүктесін қосатын ОВ = а  + Ь векторын айтады (3-сурет).

3-сурет

Келесі суретте үш а , b  жэне с  векторлардың қосындысы келтірілген.

4-сурет

Екі а жэне Ъ векторлардьщ айырымы  деп а  жэне |~Ц векторлардьщ 

қосындысы болатын с =  а — b векторын айтады (5-сурет).
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5-сурет

Атап өтетін жағдай, а жэне b векторларьжан тұрғызылған параллело- 
граммньщ бір диагоналы, а жэне Ь векторлардьщ қосындысы, ал екіншісі 
айырымы болады (6-сурет).

------------- ► --------------------- w
6-сурет

а вектордьщ нақты а  санға көбейтіндісі деп ұзындығы \a\-\a\ тең, а 
векторына коллинеарлы, егер а  > 0 болса, онда а векторына бағытгас, егер 
а  < 0 онда а векторына қарама-қарсы багыттас Ь = аа векторын айтады.

Векпюрларт қолданылатын сызъщтъщ амалдардың цасиеттері:
1) Векторларды қосу коммутативті 

a + b —b+a,  V a , b
2) Векторларды қосу ассоциативті

(a + b) + c = a + (b + c), \ f a , b , c
3) й + б =  й , У &
4) a  +  (—a)  =  6 ,
5) Векторларды санға көбейту ассоциативті

а  ( / З а )  = ( а р  ) a  ,  V 5 , \ f a , p e R

6) 1 -5  = 5 ,  V a
7) Векторды санға көбейту сандарды қосуға қарағанда дистрибутивті 

( a  + р ) а  = а а  + f i a , V 5 , M a , p e R

8) Векторларды санға көбейту векторларды қосуға қарағанда дистрибутивті 

а ( а  + b) = аа  + ab , \ / a , b ,  VaeR
Осы сегіз қасиетті қанагаттандыратын векторлар жиын кеңістігі, сызықты 
немесе векторлық кеңістік деп аталады. Бұя кеңістікті R s деп белгілейді.

§12. Векторлардьщ проекциялары

Кеңістікте бағытталған L тузуі берілсін.



А ны щ іам а. А нүктесінің L түзуіндегі проекциясы деп А , нүктесін 
айтады. Бүл А, нүкте А нүкте арқылы өтетін L түзуіне жүргізілген 
перпендикуляр жазықтықтың L түзуімен қиылысқан нүктесі (7-сурет).

Анықтама. а = АВ  вектордың багытталған L  түзуіндегі проекциясы деп 
А, В. векторын айтады, мұндағы А], 5 , нуктелері А жэне В  нүктелердің L  
бойындағы сәйкес проекциялары (8-сурет).

Бүл проекцияны npLa деп белгілейді. Егер АВ  нөлдік немесе L  түзуіне J . 
болса, онда оның проекциясы нөлдік вектор болады.

АII__L

7-сурет 8-сурет.

Аныцтама. Екі вектордьщ (өспен өстің, вектор мен өстің) арасындагы 
бүрыш деп, бір вектордың бағытын екінші вектордьщ бағытына сәйкес 
келетіндей етіп бұрагын ең кіші (р бұрышын айтады (9-суретгер).

9-сурет

Осы суреттерден 0 <(р<ж болатыны айқын.

Аныкрпама. а  = АВ  вектордьщ L  түзуіндегі сандық проекциясы деп, 

а  = А В вектордьщ үзындығының а векторы мен L  түзудің арасындагы (р 
бүрышының косинусына көбейтіндісін айтады, ягни

npLa = |a |cos(a,£) = |a|cos q> (12.1)

Егер а ФО жэне 0 < болса, онда npLa оц жэне ол AtBx вектордьщ

пүзындыгына тец, ягни npLa = pASjcos^ = |Л,5,| Егер аФ  0 жэне ~^<<р<л болса,

понда npLa = 0. npLa  теріс, ягни npLa = comp = ~J Д Btj . Егер 5 = 0 немесе (р- 

болса, онда
Сонымен а вектордьщ L  багьггындагы проекциясы мен оньщ сандық 

проекциясыньщ арасындагы байланыс мына теңдік арқылы беріледі:
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npLa =enpLa,

мұндағы ё векторы L  түзудің бірлік векторы.
Егер а жэне Ъ векторлары L  бойында жатса, онда оларды былай жазуға 

болады:
а -  а ё ,  Ъ = fie  

мұндағы ё векторы L түзудің бірлік векторы, ол а  мен р  сандар.
Мына теңдіктің

а ± Ъ  = аё  ± ре ~ ( а ±  Р )е  (12.2)

орындалатындығы айқын. Бул теңдіктен векторларды қосу азайту а  жэне Р  
сандарды қосуға немесе азайтуға келтіріледі.

а жэне Ь векторлардьщ L  бойындағы сандық проекцияларының мынадай 
қасиеттері бар:

1-цасиет. npL(a ± b )  = npLa ± n p Lb .(12 .3)

2-ңасиет. пр L(a a )  = а п р  La  (12.4)

(12.3) дәлелдеуі 10-суреттен шығады.

npLa + npLb = A,Bt + BjQ  = Л,С, = npLc -  npL(a + b).

Олай болса(12.2) формулабойынша: ёпр La + ёпр Lb =enpL(a + b)^>

e(npLa +npLb ) = enpL (a+b ) => npL (a+b) —npLa + npLb (12.5)

Тура осылай мына теңдікті npL( a - b )  = npLa - np,b дәлелдеуге болады. Өйткені 

а  = ( a - b )  + b , онда (12.5), бойынша npLa = npL(a - b )  + npLb =>

=>npL( a - b )  = npLa - n p jb .
Енді (12.4) қасиеттің дүрыстығын дәлел- £

дейік. (р бүрышы а  мен L  түзудің арасында-
ғы бұрыш болсын. /  b i 

/  1
а) Егер а  > 0 болса, 11\ ■ ^ - 4 /  1с - f

n p L( a a )  =  jaajcos <р =  a |a |cos <р =  а п р  La.
I
I
1 i ! /

б) егер а  < 0 болса, A B, C,

npL(a a )  =  [aa jco s(7 r -  q>) =  - a |a j c o s ( 7 r  - tp )  =

= aja'| cos <p = cmpLa. 10-сурет

§13. Векторлардьщ скалярлық көбейтіндісі

Анықтама. а жэне b  екі векторлардьщ скалярлық көбейтіндісі деп, екі 
вектордың үзындықтарының көбейтіндісін олардың арасындағы <р бұрышы-

ның косину сына көбейткенге тең {3 ,Ь )  санын айтады, яғни
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ab = (a ,b ) = |a||6|cos( a,'' b) = |a||i|cos <p. (13.1)

Бұл скалярлық көбейтіндіге басқаша да анықтама беруге болады.
Анықтама. а және b екі векторлардың скалярлық көбейтіндісі деп, a 

вектордьщ үзындығын Ъ вектордьщ а бағытындағы сандық проекциясына 
кебейтіндісін немесе Ъ вектордьщ үзындыгын а вектордьщ Ъ бағытындағы 
сандық проекциясына көбейтіндісін айтады, ягни

ab = (a ,b ) = \a\np ab = |5|и/74а. (13.2)

Скалярлың көбейтіндінің цасиеттері:
1) ( a ,b )  = ( b ,a )  орын ауыстыру (коммутативті) қасиеті

2) (a ,  b + с )  — ( a , b ) + ( а , с )  үлестірімділік (дистрибутивті) қасиеті

3) ( a , a b ) = a { a , b )
Бірінші қасиет скалярлық көбейтіндінің анықтамасынан тікелей шығады. 
Екінші қасиеттің дәлелдеуін келтірейік

(а,Ь+с) = \а\пра (һ +с) = \а\(праЕ + прас) = + \а\прас = (а,Ь) + (а,с)
Бүл жерде векторлардың сандық проекцияларының қасиеттерін және 

векторлардың скалярлық көбейтіндісінің анықтамасын пайдапандық.
Үшінші қасиеттің дэлелдеуі:

(a ,a b  ) = \a\np а(сгЬ) = \a\anp аЬ = а\а\пр аЪ = а { а ,Ь ) .
Осы қасиеттерден мыналар шығады:

a -  ог,е, + а 2ё2 + а -а .

(ага,й)= аг3(а,б).

§14. Векторлардың сызықты гәуелділігі

е , , е 2 ё п векторлары берілсін. Кез келген мына түрдегі өрнек

а,ё, + а 7е7 + ... + а„ёп (14.1)

мұндагы a s, a 2, . . . ,a n кейбір нақты сандар, ёи ё2,...,ёп векторлардың сызъщты 
комбинациясы деп аталады.

ё ,, ё 7 ё г векторларды сызықты тэуелді дейді, егер барлығы бірдей 
нелге тең емес а 1,а 2,...,ап тұрақты сандар табылып, мына теңдік орындалса

а Д  + а 2ё2 +... + а пеп = 0  (14.2)

Егер (14.2) теңдік тек а , = а 2 = ...= «„  = 0 үшін ғана орындалса, онда 
е ], е 2,..., е п векторлардысызықты тәуелсіз деп атайды.

Егер ё,,ё2,...,ёп векторлары сызықты тэуелді болса, онда оның біреуі 
қалғанының сызықты комбинациясы болады. Шынында да ап ф0 бол сын, онда
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(14.2) екі жағын «„ -ге бөліп, мына өрнекті аламыз

еп = Де, + Д Д  +... + ■ (14.3)

Мұндагы Д = . Д  - Бұлтевді к е„ вектордьщ е„ё2,...,е

векторларының сызықты комбинациясы екендігін көрсетеді.
Егер а векторы ё , , ё 2 е я векторларының сызықты комбинадиясы 

болса, ягни

5 = ог,е, + о;ге2 + ... + # п<?я, (14.4)

теңдігі орындалса, онда а векторы берілген векторлар арқылы жіктелген деп 
аталады.

Сызықты тәуелді векторларға кез келген екі коллинеарлы а және b 
векторлары мысал бола алады, себебі бұл жағдайда Ъ = а а  , мұндагы а  қайсі- 
бір нақты сан.

Егер е, жэне е 2 векторлары коллинеарлы болмаса, онда кез келген 
оларга компланарлы а векторы Щ жэне е, векторлары- арқылы бір мәнді 
жіктелетіндігі белгілі, ягни

а = а хёх + а гёг. (14.5)
Осы (14.5) теңдіктен, кез келген үш компланарлы векторлардың эрқашанда 
сызықты тәуелділігі шығады.

Тура осылай, егер ё , , ё,2, е ъ үш компланарлы емес векторлар болса, 
онда үш өлшемді кеңістіктегі кез келген а векторы осы үш вектор бойынша бір 
мәнді жіктеледі, ягни

а = а {ё, + а гё2 + « За,. (14.6)
Осы (14.6) теңдіктен үш өлшемді кедістіктегі кез келген терт вектордьщ 

әрқашанда сызықты тәуелділігі шыгады.
Аныңтама. Үш өлшемді кеңістіктің базисі деп осы кеңістіктің компла­

нарлы емес белгілі бір ретпен алынган үш векторын айтады.
Ж азықтықшң базисі деп коллинеарлы емес осы жазықтықтьщ белгілі бІр 

ретпен алынган екі векторьш айтады.
Түзудің кез келген нөл емес векторы осы түзудің базисі болады.

§15- Координаттары берілген векторларға қолданылатын 
сызықтық амалдар

Үш өлшемді кеңістікте тік бүрышты OXYZ координаталар жүйесін енгізе- 
міз. О нүктесі арқылы ететін өзара үш перпендикуляр багытталган түзулер 
координат әстері деп аталады. Мүндагы О  нүктесі координаттардың бас 
нүктесі деп аталады. і , j  , k  аркылы O X  , ОҮ  және OZ  координаттардың 
бірлік векторлары белгіленген. Осы кеңістікте кез келген М  нүктесі берілсін
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(11-еурет). Бағытталған ОМ  кесінді М  
нүктесінің радиус векторы деп аталынады.

а = О М  радиус вектордьщ коор-динат 
өстеріндегі сандық проекциялары x ,y ,z  деп 
белгіленген. Бұл x ,y , z -тер M  нүктесінің 
координаттары, л: - абсцисса, у  - ордината, Z  -  

аппликата деп аталады. Сонымен, х  а

z

M(s,y,z)

вектордьщ О Х  естегі проекциясы, у  ОҮ /
өстегі проекциясы, z OZ өстегі проекциясы j j _Сурех
болса, онда а  = (х, у , z )  деп жазылады.

a = (x ,,y ],z I) жэне Ъ = (x2,y 2,z 2) векторлары берілсін. Онда мына үш 
теңдік дұрыс:

1 . «  = £<=> х ,= х 2, у ,= у 2, z , = z 2, (15.1)

(15.1) теңдіктің дұрыстығы, векторлардьщ анықтамасынан шығады. Вектор- 
ларға қолданылатын сызықгық амалдар, олардың проекцияларына да қолда- 
нылады, сондықтан (15.2) және (15.2) теңдіктері дүрыс.

i , j , k  координат өстерінің бірлік векторлары болғандықтан мына 
теңдіктер дұрыс:

(15.2) және (15.3), (15.4) формулалардан a  = x i  +  y j  + zk  = х(1,0,0) + j>(0,l,0) + 
+ z(0,0,l) = (х,0,0) + (0,у,0) + (0,0, z) = a.

a ~ жэне b = (x1,y 1,z 2) векторларыберілсін. Онда

2. a ± b ^ ( x l,y l,z ,)± (x 2,y 2,z 2) = (x l ± x 2,y l ± y 2, z ,± z 2)

3. а а  = a ( x !, y , , z l) = (a x l,a y , ,a z l).

(15.2)

(15.3)

i = (1,0,0), j  = (0,1,0), k = (0,0,1), I i H  j  |=[ k  |= 1,

г ■г = j  ■ j  -  k -k  =1, i • j  = i -k = j' k =0. 

Кез келген a = (x ,y ,z )  векторьш былай жазуға болады 

а = ( x , y , z )  = x i  + y j  + zk

(15.4)

(15.5)

a b = (a ,b )  = x,x2 + y ,y 2 + z,z2. (15.6)

шынында да, (15.4) пайдаланып
a -b = (x ,i + y j  + z^k){x2i Jr y 2j  + z 2k )  -  x lx2i -i + y^y2j  - j  + z xz 2k -k  .+

+ x\ y J '  J  + x\z i l ' k  + }\XJ  ■ i + y-{z j  ■ k  + zxx2k  ■ i  + z,y2k  - j  = x{x2 + y y 2 + z,zr  Егер 
a = b болса, яғни x, = x 2 = x, y, = y 2 -  y ,  z, = z 2 = z  , онда
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Вектордың ұзындығы (модулі) оның сандық проекцияларының квадраттары- 
ның қосындысының квадрат түбіріне тең. (15.7) формуламен А (х.,у\, г ,) және 
B(x2,y2,z2) екі нүктенің ара қашықтығын табуга болады. Себебі бұл ара 

қашықтық a = (xt,y„zl) жэне b={x2,y2,z2) векторлардың ұштарының ара қашық- 
тығына тең. Сонымен 12-суреттен

\аЙ̂ = |й -^  =^(хг -х ,)2 +(уг - y f  +(z2 -z ,)2 

(15.5) формуладан мынандай тұжырым шығады:

a -  х і + y j  + zk = ах + ау + а. = (прха)і + (пруа )j  + (npta)k  =

= (|<5|cos а ) і  + (ja|cos /3) j  + (ja|cos y)k .

Мұндағы a ,p  жэне /  бұрыштары а векторымен координат өстерінің арасын­
дагы сәйксс бүрыштары. (15.9) формуладан x = |ajcosa, у  ---■ \а\cosp, z =\a\cosy.=>

У z
—  co sy =  —

2

(15.8)

(15.9)

cos/) -  - Д -  =  

m
(15.10)

B[x2.y2.z2)

Jx + y + z
Бұл cosa, cosfi жэне cosy  -лар а век- 

торының бағыттауыш косинустары деп 
аталады жэне cos2 а  + cos2 р  + cos2 у  = 1.

Егер й° векторы а вектордьщ бірлік 
векторы болса, онда а 0 = (cos a, cos р, cos у).

Егер а" векторы а вектордьщ бірлік 
векторы болса, онда 5° = (cosa, cos/?, cosy).

Мысал. а = (2,0,1) жэне Ь = (-1,4,-1) 
векторлары берілсін. 2S-3(b+i)+2(a-k) 
векторының координапарын табу керек.

Шешімі.
2a -  3(6 + Г) + 2(а -  к) = 2(2,ОД) -  3((-1,4,-1) + (1,0,0)) + 2((2,0,1) -  (0,0,1)) = (4,0,2) -  
-  3(0,4,-1) + 2(2,0,0) = (4,0,2) -  (0,12,-3) + (4,0,0) = (4 -  0 + 4,0 -12+0,2 + 3 + 0) = (8-12,5).

12-сурет

§16. Векторлардыц коллинеарлық жэне ортогоналдық болу шарттары

Егер a = (x],y l,z ]) жэне b =(x2,y2,z2) векторлары коллинеарлы болса, онда 

оларды былай жазуға болады а = a b ,  мүндағы а  & R.

Олай болса а || Ъ О  а = ab О  (xl,y l,z l) = a(x2,y 2,z2) (xx,y pzl) = (ax2,ay2,az2),
яғни; ax,

У 2
(16.1)

(16.1) формуланы векторлардьщ коллинеарлы болу шарттары деп атайды.
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Егер (16.1) формуланың бөлімдерініқ біреуі немесе екеуі нел болса, онда 
оны нөлге белу деп түсінуге болмайды, олай жазылу векторлардьщ коллинеар- 
лы болуының символикалық жазылуы деп түсіну керек.

Мысал: а -  (1,2,3) және Ъ =(4,8,12) векторлары коллинеарлы, себебі олардың
1 2  3

координатгары (16.1) шарттарды қанағаттандырады. — = — = —-  олай болса
4 8 12

й ц ь .
Егер a = (x ,,y l, z !) жэне b = (x2,y 2,z 2) перпендикуляр векторлар болса, 

онда олардың скалярлық көбейтіндісі нелге тең, ягни a-b = 0. Осыдан

х,х2 + УіУ2 + z,z2 = 0. (16.2)

(16.2) формуланы векторлардьщ перпендикуляр болу шарты деп атайды.
Екі векторлардьщ скалярлық көбейтіндісінен, екі векторлардьщ арасын- 

дағы бұрыішы анықтауга болады. Скалярлық көбейтіндінің бірінші анықтама- 
сынанан

(- т\ і-іігі (д,Ь) х .х , + у ,у , + z ,z2 (д,г>]=[а|г> с о 8 у ^ с о 5 ^  = ^ --г^ = > со 5 ^=  ?■ ---- = . (16.3)
М|&| л/-*і +У\ + zi V*2 + У г +2г

Скалярлық көбейтіндінін екінші анықтамасынан (а,&)= \а\праЬ = |б|прьа

Х,Х7 + V, V, + Z.Z,
npj>= ' (16.4)

y jx i+ y f+ z ,

W  = (16.5)
^ x 2 + y \+ z \

Мысал: F  = (3,2,4) күштің түзудің бойымен денені 4 2,4,6) нүктеден

В (4 ,2 ,7 )  нүктеге жылжытқандагы жұмысты есептеу керек жэне Ғ  күші ЛВ  - 
ға қандай бұрышпен бағытталғандыгын табу керек.

Шешімі: Материалдық нүкте түзудің бойы­
мен Ғ  күштің эсерінен А  нүктеден В  нүктеге 
жылжысын. Ғ  күші мен АВ -  S  -ның арасындағы 

бұрыш (р болсын. Онда Ғ  күшінің S  бойындағы 
жасаған жүмысы мынаған тең:

А = | ғ | • Щ • cosp  яғни A - F  S.

Сонымен, тұрақты күштің жұмысы күш векторы мен жол векторының скаляр- 
лық көбейтіндісіне тең.
S  = АВ  = (2 ,-2 ,1 ) , олайболса A = F -S ~ 3-2+2-(-2)+4-1=6 (жұмыс бірлігі).

Ғ  жэне S  арасындагы <р бұрышты мына формуламен табамыз
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F S  6 6
COS (D — ;■ pur •> OOS(p ,—----------- ,------- -— ,----  —z—

\f \-\s  л/9 + 4 + 16 -v 4 + 4 + 1 V29-3 V29
2 2 

, Ф = arccos - 7=^ 
V29

§17. Кесіндіні берілген қатынаста бөлу

А В  кесіндіні берілген X > 0 қатынаста бөлетін С  нүктенің координата- 
ларын табу керек, яғни

ІАС

\св (17.1)

Егер A=(x,,yl,zl) жэне В = {x2,y 2,z2) болса, С  нүктенің белгісіз х ,у  жэне z  
координаттарын табу керек. 14-суреттен жэне (17.1) формуладан

А С  = ЛСВ (17.2)

дүрыстығы тирады.

A C = (x -x l , у - у , ,  Z-Zj), С В -(х2 -х ,  у 2 —у, z2- z )  болғандықтан, (17.2) 
формуладан ( x - x l, y ~ y l, z - z l) = A(x2 - x , y 2~ y ,z 2 - z ) = 3 ( x - x , ,y 2- y , , z 2 - z l) = 

~(Л(х2 -х),Л (у2 -y ) ,A (z2- z ) )  .

АС=(х-х! , у - у ,  z - z , l  СВ=(хг -х, у2-у, z2-z) 
болғандықтан, (17.2) формуладан 
{ х - х л, у - у л, г - г , )  = Ц х 2 - х , у 2 - y , z 2 ~z)=>
=>(x - x t,y2 -y „ z 2 -z ,)  = (Л(х2-x),A(y2 -  у). A(z2 -z)).
Соңғы теңдіктің координаттарын теңестіріп 
теңдеулер жүйесін аламыз:

х -  Х| = А(х2 -  х) 
у - у  1 =  Л ( у 2 -  у )  

z -  Z, = A(z2 -  z )
=> у  :

1+ A 

УI + Хуг 
1 + A 

z, + Az-,
1 + /I

(17.3)

(17.3) формулалар кесіндіні берілген қатнаста бөлу формулалары деп аталады. 
Дербес жағдайда Я = 1 болғанда, С нүктесі кесіндінің ортасында жатса, (17.3) 
түрі мынандай болады:

х, +х,Х = —---- у = ~ -------— , 2-
2 2 2

(17.4)
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§18. Векторлардьщ векторлық көбейтіндісі және оньщ қасиеттері

Анықтама. Бас нүктелері бір нүктеге орналаскан ортонормалданган 
ц, е, жэне еъ векторлар үштігін оң (сол) дейміз, егерде е3 вектордың соңгы 
нүктесінен қарағанда ё, -ден ё2 векторына бұратын ең кіші бүрылыс сағат тіліне 
қарсы (сағат тіліне бағыттас) бағытта көрінсе.

Кез келген компланарлы емес ё , ,ё 2,ё 3 векторлар үштігінен алты үштік 
құруга болады

(18.1)-дің бірінші үштігі оң болса, онда қатар тұрган үш үштік оң болады, ал
қалған үш үштік сол болады.

Координаттар жүйесін оң (сол) дёп атайды, егер олардың базистері і , j ,  к

оң (сол) үштік қүрса.
Аныңтама. Екі а мен Ь векторларыньщ

,  „ . ■ • e = [a,b]векторлың көоеитіндісі деп келесі үш шартты
қанағаттандыратын с векторьш айтады.

орналасқан а мен һ векторларынан қүрылған параллелограммның ауданына 
тең. Бұл бірінші піарттан және 17-суреттен шығады.

оң үштік 
15-сурет

сол үштік 
16-сурет

(18.1)

2. с L a , с L b ,
3. a ,b  , с үштігі оң үштік құрайды. 

Векторлық кебейтіндіні \а, һ 1 немесе a x b
деп белгілейді. 17-сурет

Векторлыц көбейтіндінің кейбір қасиеттері:
1-щ сиет. с = [а, 6 J вектордьщ ұзьшдығы, бас нүктелері бір нүктеге
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2-қасиет. Векторлық көбейтінді нөлге тең сонда, тек сонда ғана, егерде а мен 
b векторлары коллинеарлы болса немесе екеуінің біреуі нөлдік вектор 
болса.
3-қасиет. a xb -  -(b x a ) көбейткіштердің орнын 

ауыстырғанда көбейтінді таңбасын өзгертеді. а х Ъ 
және Ь х а  векторлары коллинеарлы ұзындықтары 
бірдей, олай болса параллелограммның ауданы 
өзгермейді. Бірақ үшінші шартты қанағаттандыру 
үшін с вектордың бағытын қарама-қарсы бағытқа 
өзгерту керек (18-сурет) Сондықтан axb=-(bxaj.
4-қасиет. [сш, b ] = aja, b ]

}р,рь\= fa,і\
\аа, jib j= b J, a, р  е  R. 18-сурет

Бұл қасиеттер векторлық көбейтіндінің анықтамасынан шығады.
5-қасиет. \аа + [ІЬ,с ]= а[а,с]+ j
Векторлық көбейтіндінің үлестірімділік заңын кейін дэлелдейміз.

§19. Векпгорлардың аралас көбейтіндісі жэне оиың қасиеттері

R  з кеңістігіндегі эрбір компланарлы емес 
бастары бір нүктеге орналасқан кез келген үш 
вектор параллелепипедті анықтайды. (19-су- 
рет). Осы үш векторлар параллелепипедтің 
қырларын кұрайды. Параллелепипедтті оң 
(теріс) бағытталған дейді, егерде а ,Ъ ,с  
векторлары оң (сол) үштік құрайтын болса.

Анықт ам. Кез келген а ,Ъ ,с  вектор­
лары берілсін. Егер 3 векторын Ь векторына 
векторлық көбейтіп, соданкейін а х Ъ век- 19-сурет
торын с векторына скаляр кебейтсек нәтижесінде а,Ь ,с векторларының 
аралас көбейтіндісі деп аталатын [а х Ъ, с ) саны шығады.

Үш вектордьщ аралас көбейтіндісін (д х 6 ,с ) ,  ([а, А ]  с ) немесе (a , b , c ) 
символдарымен белгілейміз.

Аралас көбейтіндінің кейбір цасиеттері:
1-цасиет. (а ,Ь ,с ) аралас кебейтінді а,Ь  жэне с векторларынан құрылган 

бағытталган параллелепипедтің көлеміне тең. Егер а ,Ъ ,с  үштігі оң болса,

оң таңбамен, ал а , Ь , с үштігі сол болса, теріс таңбамен алынған осы 
параллелепипедтің көлеміне тең.
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Шынында да, парадлелепипедтщ табаны а жэне ь векторларынан 

күрылған параллелограмм болады. Оньщ ауданы S  -  ja х Ъ j . Паралле-

лепипедтің биіктігі /і = jc|cos<9, Ө дегеніміз (c ,a x b ) .  Олай болса 
параллелепипедтің көлемі

V = S ■ һ = ja х bJc|cos^ = (a х b,c). (19.1)

Егер a ,b ,c  оң үштік қүрса,онда 0<ө< ~, V > О, ал егер сол үштік

болса, онда — < Ө < п, V < 0.
2

2-цасиет. Егер а ,Ь ,с  векторлары компланарлы болса, онда аралас 
көбейтінді нелге тең.

Шынында да, егер Ө = немесе ^ = 0 болса, ( [ а , с )  аралас көбейтінді

нөлге тен.. О = у  болса с векторы а , Ъ векторлары жатқан жазықтықта

жатады, ал (р = 0 болса, онда а жэне Ъ векторлары коллинеарлы болады. 

Сондықтан a,b ,c  векторлары осы екі жағдайда да компланарлы болады. 
Сонымен

(а  х b , с )  = 0 (19.2)
теңдігі үш вектордьщ компланарлы болу шарты.
3-қасиет. Егер аралас көбейтіндінің көбейткіштерія циклдік орын алмастырсақ 
оның мэні өзгермейді

( a x b ) c  = a ■ (b x с ) =  (с x a )  ■ b (19.3)

Шынында да (a x b ) -c  = a ■ (b x c )  = (с x a )  b = ±V, ал оң жақтагы таңба 

бірдей,себебі а ,Ъ ,с ;  Ь , с ,а ; с ,а ,Ь  -үштіктер бірдей бағьпталған.

Салдар. {a ,b ,c )=  [b ,c ,a )=  (c ,a ,b )=  -{ b ,a ,c )=  ~ {а ,с ,Ь ) -  ~{с ,Ь ,а )  (19.4)
4- қасиет. Аралас көбейтіндінің сызықтық қасиеті.

(аа  + p b ,c ,d } =  a {a ,c ,d }+  /?(/>,£,</) (19.5)

Бұл теңдіктің дэлелдеуі (19.3) формуладан және скалярлық көбейтіндінің 
сызықтық қасиетінен шығады.

Енді векторлық көбейтіндінің 5-ші қасиетін дәлелдейік:

[аа + 0Ь  ,с \=  а [ а ,с ] +  (19.6)

Аралас көбейтіндінің 3-ші жэне 4-ші қасиеттерінен

{d, [аа + pb, с J) = [аЗ + рЪ, [с, d  J) = а[а, [c, j | +  /?(б, [с, = а  (<5, [й, ?])+ /?(d, [б, с |  =

= (і/,а[а,с]+уб[б,с|)
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Осыдан (19.6) формуланың дұрыстыгы шығады, яғни 

[аа + /9Ь,с] = а [а ,с ]+

§20. Координаттары берілген векторлардьщ векторлық және 
аралас көбейтінділері

Тік бұрышты декарткоординат жүйесінің і , ] , к  базистік бірлік вектор­
лары оң үштік қүрсын. Онда векторлардьщ векторлык көбейтіндісінің анықта- 
масы бойынша

і x j  = k , j  хк = і , к х і  = j , j x i  = -к, к х j  = - і , і  x k  = - j ,i  хі  = j  х j  = к х к  = 0. (20.1)

Бізге а = (xl,y J,z l) = х,г + y j  + z,k жэне b = (x2,y 2,z2) = хгі + y 2j  + z2k векторлары 
берілсін. Онда (20.1) формуланы пайдаланып жэне векторлық көбейтіндінің 
қасиеттерінен мына өрнекті аламыз

a x b  = (х,г + y j  + z,&)x (x2i + y 2j  + z2fc) = х,х2/ x i + y^y2j  x j  +

+ z]z 2k x к + Х)У2і x j  + x^z2i x к + y {x2j  x i + y xz 2j  x к + z tx 2k  x i +

+ ^ y 2k X j  = (y,z2 -  y 2z^)i + (x2z, -  x,z2)J + (x,y2 -  у ^ 2)к = (20.2)

Уі 2, X, z, Х1 У1/ ~ j  +
У 2 Z2 x2 z2 *2 У 2

к,

Бүл формуланы үшінші ретті анықтауыш түрінде де жазуға болады

і j  к
axb  - Ух гі 

Уі г2
(20.3)

Егер с = (х ,,у3,г3) = х3і + y j  + z j i  болса, онда аралас көбейтіндінің анықтамасы 
бойынша (20.2) формуланы пайдаланьга мына ернекті аламыз

((а х 6),с)= ;
1 i | X, у, z,

Уі zi № zi , к  у ix3 \-Уз\ + zJ — *2 У2 ^2Уі z2\ x, z2 № Уі x3 y3 z3
(20.4)

Сонымен а жэне b векторлардан қүрылған параллелограммның ауданы, 
векторлық кобейтіндінің анықтамасы бойынша, бьшай анықталады

S = \axb =mod
і j  к

У i zi 
F2 Уі z i

(20.5)

а,Ъ  жэне с векторларынан құрылган бағытталған параллелепипедтің 
келемі, аралас көбейтіндінің анықтамасы бойынша былай анықталады
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*1 У1 г1 
К =  *2 Уі Z2 

x3 Уз Z,

(20.6)

(20.6) формуладағы анықтауыштың бірінші жолы 5 векторыньщ, екінші жолы 
Ь векторының ал үшінші жолы с векторыньщ координаттары.

Мысал 1. At(3,2,— 1), A2(-l,0,2,), A3(1,2,S) төбелері берілген үшбүрыш- 
тың ауданын табу керек.

лелограммның ауданын табамыз. Параллелограммның ауданы векторлық 
көбейтіндінің анықтамасы бойынша Л,Л2 және А,А3 векторлардың векторлық 
көбейтіндісінің модуліне тең, яғни

Ал А ,А2А 3 үшбұрыштың ауданы мына формула бойынша анықталады

Мысал 2. Төбелері А,(1 ,2 ,3) А2( 0 , - 1 , і )  А3(2 ,5 ,2 )  және Л4(3 ,0 ,-2 )  
болатын пирамиданың көлемін табу керек.

Шешімі. Алдымен AVA 2, А^АЪ жэне A , А 4 векторларын тұрғызылган 
параллелепипедтің көлемін аралас көбейтінің анықтамасы бойынша мына 
формуламен табамыз:

Шешімі: Алдымен Л,Л2 мен А , А векторларынан түрғызылған парал-

S  = \ А]А2 х А ,А 3\. (20.7)

мүнцағы, AlA2 ={x2 - x l, y 2 - y u z2 - z l ), А}А3 = {х3 - х и  у 3 ~ y , , z 3 - z , }.

(20.8)

Сонымен = {- 4 ,-2 ,3 } , = {- 2 ,0 ,6}

/ j  к
S„ = - |a x 6 | = im o d -4  - 2  3 = -m o d [-1 2 F -(-2 4  + 6)7 + (-4)*^

2 2 - 2  0 6

= ̂ mod{-12i + 1 8 j - 4 £ } = |A/(-12)2 + 182 +(-4>2 = -^144  + 324 + 16

*i -V. zi
* 2  Л  Z 2

* 3  ^ 3  Z 3

Ал үшбүрьшіты пирамиданың көлемі
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Алдымен A tA t , А, Аъ жэне А ,А 4 векторлардьщ координаттарын табамыз. 
Сонымен

АхА2 = { - 1 - 3 , - 2 \  А,А3 = { 1 ,3 -1 }  А,А4 = { 2 ,-2 ,-5 }
-1 - 3  - 2

= imod{l5 + 4 + 6 + 12-15 + 2} = ^mod{24}= 1-24 = 4.1 3 -1
2 - 2  -5

Vmp=4 (куббір).

§21. Үш өлшемді кеңістіктегі жазықтықтын тевдеулері

R j кеңістігінде баснүктесі О-дажататын а векторы берілсін. (20-сурет). 
а векторының соңғы нүктесінен осы векторга 
перпендикуляр П  жазыкгығын тұрғызайық.
Q (x,y,z) деп П  жазықтығында жатқан кез 
келген нүктені, ал r = (x ,y ,z )  деп Q нүктесінің 
радиус векторын белгілейік. а векторының 
ұзындығы р = \ а \ ,  ал оның бірлік векторы 
Я = (cos a, cos /?, cos f )  болсын. Мұндағы a ,/3  
жэне у бұрыштары Я векторының x , y , z  
өстерімен жасайтын бұрыштары. Кез келген Q 
нұктесінің радиус векторларының Һ векторын- 
дағы проекдиялары тұрақты және ол р  -га тең, 
яғни

( г , п ) =  р  ( р >  0)

(21.1) теңдеу П  жазықтықтың вектор түріндегі теңдеуі деп аталады. Егер 
р=0, онда 17 жазықтығы бас нүкте арқылы өтеді. (21.1) теңдеуді координаттар 
арқьшы былай жазуға болады

xcosa+ycosfi + zcosy = p  (р>  0) (21.2)

(21.2) теңдеу П  жазықтықтың нормаль туріндегі теңдеуі деп аталады. Егер
(21.2) формуланың екі жагын нөл емес санға көбейтсек нәтижесінде осы 
теңдеуге экви вал ен т  П  жазықтығының тендеуін апамыз

(21.1)

Ax + By + Cz + D  = О, А2 + В + С 1*  0. (21.3)

(21.3) формула П  жазықтықтың жалпы түрдегі теңцеуі деп аталады. (21.3) 
теңцеуді әрқашанда нормальді турге келтіруге болады, ол үшін оны

J ______М  = ±
л! 7 2 + В 2 + С 2

(21.4)

деген нормалаушы санға көбейту керек. М  -ның таңбасы D  санының
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таңбасына карама-қарсы, себебі Р  = -M D  > 0 болуы керек.
М - А х  + М - B y + М  -Cz = -MD  (.P = -M D )

Мұндағы (M Af + (MB)2 + (MCf = 1, шынында да

А+ -
[  -Га 2 + в г + с г )  V 4 а 1 + в 2 + с г )  I  J a 1 + в 2 + с 2 )  л 1 + в 2 + с

в 2 с 2 ^
+ Л2 + Я2+С1 + Л1+ г 2+С2 ~ Л 2+ 5 2+С2 ~

Сонымен (М А,М В,М С ) координаттар бірлік вектсрдың координаттары, ягни

П = (М А ,М В ,М С \  COS«  =  + —;..... ................. , COsff =  + -; , COSf =  ±  I—--------------- ,
U 2+B2+C2 ^А2+£? +C2 л /л Ч г Ч с 2

p  = -MD  деп белгілеп (21.2) теңдеуді аламыз. N  = (А,В,С) векторы П  
жазықтығына перпендикуляр, себебі ол « векторына коллинеарлы, ал Я 
векторы П  жазықтығына перпендикуляр. п = {МА,МВ,МС) = M (a ,B ,C )=  MN, 
ягни Я жэне N  векторлары коллинеарлы. (21.3) тегдеуді мынатүрге келтіруге 
болады

■̂ + £  + *  = 1. (21.5)а Ь с

Мұидағы а = — b = с = - ^ .  (21.5) формула і7  жазықтықтың кесіндідегі

теңдеуі деп аталады. Бұл жазықтық ОХ  өсін а нүктеде, ОҮ  өсін Ъ нүктеде, 
OZ өсін с нүктеде қиып өтеді.

Жазыцтықтың жситы түрдегі теңдеуінің дербес түрлері:
1. Егер D - 0 болса, онда (21.3) теңдеуінің түрі мынадай болады 

Ax + By + Cz = 0 . Бүл тендеуді О(0Д0) нүктесі қанағаггандырады. Олай
болса бұл жазықгық бас нүкте арқылы өтеді.

2. Егер С = 0 болса, онда A x+By+D = 0 теңдеуІн аламыз. Оның N=(A,B,0) 
нормаль векторы OZ өсіне перпендикуляр болады. Сондықтан бүл 
жазықтық OZ өсіне параллель болады, егер В = 0 болса ОҮ өсіне ал А -О  
болса ОХ өсіне параллель болады.

3. Егер С = і> = 0 болса, онда Ах + By = 0 жазықтығы 0(0,0,0) нүтесі арқылы 
жэне OZ өсі арқылы өтеді, яғни OZ өсіне параллель болады. Тура солай 
By+Cz=0 және Ax+Cz= 0 жазықтықтары сәйкес ОХ және ОҮ өстері арқылы 
өтеді.

4. Егер А = В = 0 болса, онда (21.3) теңдеудің түрі мынандай болады Cz+D=0,

яғни z = - ~ .  Бүл жазықтық ОХҮ жазықтығына параллель. Тура солай

Ax + D = 0 жэне By+D= 0 жазықтықтары сэйкес OYZ жэне OXZ 
жазықтықтарына параллель болады.
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5. Егер A=B= D =0  болса, (21.3) түрі мынандай болады Cz = 0, ягни z = 0. Бұл 
ОХҮ жазықтықтың теңдеуі. Тура солай у =0 - OXZ жазықтықтьщ теңдеуі, 
х = 0 - OYZ жазықтықтың теңдеуі.

§22. Берілген нүктеден өтетін жазықтықтың тевдеуі

M0(x0,y0,z0) нүктесі арқылы өтетін N  = {А,В,С) 
векторына перпендикуляр П  жазықтығының 
тевдеуін табыңдар (21-сурет). M {x ,y ,z ) нүктесі П  
жазықтықтың кез келген нүктесі болсын. П  
жазықтығында MaM=r -r0=(x~x0,y -y a,z - z 0) векторы 

N  векторына перпендикуляр болады. Олай болса

г

М йМ  жэне N векторлардьщ скалярлык кебейтін- 
дісі нөлге тең, ягни 21-сурет

( t f , F - r e ) = 0 , (22.1)
немесе координат түрінде

A (x -x 0) + B (y -y B)+ C (z-z0) = 0 (22.2)

(22.1) теңдік жазықтықтың бір нүісге арқылы өтетін векторлық түріндегі 
теңцеуі, ал (22.2) жалпы түрдегі теңдеуі, яғни

Ax + By + Cz + D = 0 
мұндағы D  = -A x  0 -  By 0 -  Cz a.

Кеңістікте бір түзудің бойында жатпайтын үш нүкте арқылы тек қана бір 
жазықтықты салуга болады. Бір түзудің бойында жатпайтын М, (х,, у ,, z ,), 
M 2(x2, y 2, z 2) жэне М г{хг,у 3,г ^  үш нүкте арқылы өтетін П  жазықтықтың 
теңдеуін табу керек. П  жазықтықта жатқан кез келген M (x,y,z) нүктесін 
алайықта
MiM ~ ( x - x l, y - y t, z - z i\  М ,М, = (х3 -  х,,у3 -  у ,,z, - z,\  М,Мг = [хг -  х,,уг -  Уі,z2 - z,) 
векторларын құрайық. Бұл үш вектор П  жазықтығында жатады, сондықтан 
олар компланарлы. Үш вектор компланарлы болу үшін олардың аралас кө-

§23. Үш нукте арқылы өтетін жазықтықтың теңдеуі

бейтіндісі нөлге тең болуы керек. Осыдан [м,м, М,М2, М,М3)= 0, яғни

х - х х у  — у  х 2  ~ 2 \  

Х2 ~ Х1 У2~У\ Z2 ~ Zl = ° -  

*3 ~  Х1 Уз ~  У\ Z3 ~  Z\

(23.1)

Б.үл (23.1) үш нүкте арқылы өтетін жазықтықтың теңдеуі.
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Мысал: Берілген М і(і,-1,2),М2(і,3,2),Мз(ЗД,з) нүктелері арқылы өтетін
жазықтықтың теңцеуін жаз.

Шешімі: Іздестіріп отырған жазықтыктың теңдеуін табу үшін (23.1) 
теңдікті пайдалансақ жеткілікті, яғни

= 0 .

Соңғы анықтауышты бірінші жолы бойынша жіктеп, мына тендікгі аламыз 
4(д:-і)-(> ' + іХо)+(2 _ 2Х-В) = 0 немесе 4 x - 8 z  + 12 = 0 => x - 2 z  + 3 = 0.

§24. Екі жазықтықтың арасындағы бүрыш

х-1 у + 1 2 - 2 х-1  у+1 z - 2
1-1 3 + 1 2 - 2 = 0, 0 4 0
3-1 1+1 3 - 2 2 2 1

П, және Л 2 екі жазықтық берілсін

А,х + Bty  + C,z + Z>, = 0 
А2х + В2у  + C2z + Z)2 = 0

(24.1)

Екі жазықтық арасындагы бурыш деп екі жақты бүрыштардың біреуін 
айтады.

jV. = {Д,В,,С,) жэне N 2=(A2,B1,C2) векторлары осы екі жазықтықтардың 
сәйкес нормаль векторлары. Сондықтан осы екі вектордьщ арасындагы (р 
бұрышы екі жақты бұрыштардың біреуіне тең. Олай болса, екі вектордьщ 
скалярлық көбейтіндісінен іздеп отырған бұрышты табамыз.

JV, ■ N2 = W, jV2 cos^ =>

N ,-N2cos<p = , -  I! -;, немесе cos<; AjA2 (24.2)
\Щ № \ ' J a ? + b ? + c ^ a 22 +b 22 +c J

Егер П х және П 2 жазықтықтары перпендикуляр болса, онда олардьщ 
нормальдары да перпендикуляр болады, ягни N ,1N 2 (жэне керісінше). Онда 
олардыц скалярлық көбейтіндісі нөлге тең, ягни iV, ■ N2 = 0. Осыдан

А}А2 + B:B 2 + C,C2 = 0. (24.3)

(24.3) формуланы екі жазықгықтың перпендикуляр болу шарты деп атайды.
Егер 17, жэне П 2 жазықтықтары параллель болса, онда олардьщ нормаль­

дары N, жэне N 2 де параллель болады. Коллинеарлы векторлардьщ қасиеттері 
бойынша

С,
С,

(24.4)

(24.4) формула екі жазықтықтардың параллель болу шарты деп аталады. Егер 
де
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болса, онда екі жазықтық бір-бірімен беттеседі, онда (24.1) теңдеулер тек бір 
жазықтықтың тендеуін анықтайды.

§25. Нүкгеден жазықтыққа дейінгі ара кашықтық

(25.1)

M0(x0,y0,z0) нүктесінен П  жазықтыққа дейінгі ара қашықтықты табу 
керек. П  жазықтықтың теңдеуі

Ax + By + Cz + D = О 

M0{x,„y0,z0) нүктеден П  жазықтыққа дейінгі d  

ара қашықтық МхМ а вектордьщ осы жазықтық- 
тың N=(A,B,C) нормаліндегі проекциясына тең,
22-сурет, мүндағы М, (jc, ,у,,z,) жазықтықтың кез

келген нүктесі. Сонымен d = npNM xM 0 
скалярлық көбейтіндінің екінші анықтамасынан 
(лг • М ,М 0 = табылады

d = \nPflM tM 0
N  ■ М >М 0

ЛП
\А ( Х0 -  ) + в (Уо -  У<)+ c (z0 -  Z,

ліА2+В2 + С2

I Ах0 + Ву0 + Cz0 -  Ах{ -  Вух -  Czx

4л21 в 2 + с г

(25.2)

Ал Мх(хх,ух,гх) нүктесі П  жазықтығының нүктесі болғандықтан оның 
координаттары (25.1) теңдікті қанағаттандырады, яғни

Ахх+Вух+Czx + D = 0 осыдан D = -A x x- B y t -C z x (25.3)

(25.3) формуланы (25.2) -ге қойып мына формуланы аламыз

, \Ах0 + Ву0 + Cza + D\
d = 1 0— i l ------ (25.4)

4  А 2 + В 2 +С2

Егер П  жазықтығы х cosa + cos у? + z cos/ — /? = 0 теңдеуімен берілсе, онда 
М а (х0, >'о, z 0) нүктеден П  жазықтығына дейінгі ара қашықтық мына формула- 
мен табылады

d  = |x0 co sa+ .у0 cos/? + z0 cosy-р [  (25.5)

Мысал: M 0(1,2,4) нүктеден 2x + 2 y - z - \ l  = 0 жазықтыққа дейінгі ара 
қашықтықты табу керек.



Шешімі: Ара қашықтықты 
А = 2, 5 = 2, С = -1, £> = -11.

(25.4) формуламен есептейміз.

И
з

у0 = 2, z0 = 4. Олай болса d ■
\Лх0 + Вуд + Cz0 + D\ {2-1 + 2-2 —1-4 — 111

4 а 2+ Bl + c l л/4 + 4 + 1

§26. Үш өлшемді кеңістіктегі түзудің теңдеулері

L  түзудің қайсібір М й нүктеден өтетіндігі белгілі болса жэне осы түзуге 
параллель болатын а векторы берілсе, онда оның кеңістіктегі орны толық 
анықталады. а векторы осы түзудің багыттауыш векторы  деп аталады. 
Сонымен M 0(x0,y0,z0) нүктесі жэне 

а = (а,,я2,а3) векторы берілсін. М 0 
нүктесі арқылы өтетін а векторы 
багыттауыш вектор болатын L  түзудің 
теңдеуін құру керек. (23-сурет). M {x,y,z) 
нүктесі L  түзудің кез келген нүктесі 
болсын. М 0 жэне М  нүктенің радиус 
векторларын r0 =(x0,y0,z0) жэне F -(х ,у ,z) 

деп белгілейік. М0М  = ( x -x 0, y - y 0, z - z 0) 
векторы L  түзудің бойында жатыр жэне 
ол а векторына параллель. г0, г жэне

М0М  үш векторлардың арасында мынандай байланыс бар (23-сурет).

г = г0 + М аМ (26.1)

М0М  векторы а векторына параллель болғандықтан MQM - td ,  мүндагы t 
эртүрлі сандык мэн қабылдайтын параметр. Енді (26.1) формуланы былай 
жазуға болады

r = r0 + ta (26.2)

(26.2) формула түзудің векторлың туріндегі теңдеуі деп аталады. Егерде 
r = (x ,y ,z), r0 =(x0,y0,z0), ta = (га,, га 2, t o  j )  екендігін ескерсек (26.2) формула­
ны координаттар арқылы жазуга болады

(х,у , z )  = (д-0, у 0, z0)+ (to,,ta2,ta3) => (х,у ,z) = (x0 + ta,,y 0 + ta2,z 0 + to3) 
Соңғы теңдіктен мынадай теңдеулер аламыз

у  = у 0 + a2t t e  (- оо;+юо) (26 .3)
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(26.3) теңдеулер түзудің параметрлік түріндегі теңдеулері деп аталады.
MaM = ( x - x 0, y - y 0, z - z g) жэне а ■■‘‘01
тан мына қатынастарды аламыз

х - х п

■ (а,,а2,а3) векторлары коллинеарлы болғандық-

У~Уо
а7

(26.4)

(26.4) теңдіктер L  түзудің кеңістіктегі канондыц теңдеулері деп аталады. 
Эрине бүл тендеулерді (26.3) тендіктерден t параметрін жойып та тапқан 
болар едік,

Енді L  тузудің және M2(x2,y2,z2) нүктелері арқылы өтетін
теңдеуін табу керек. Бұл жагдайда MtM 2 =(х2 -х ,,у2 -y ,,z2 -z,) векторы L  түзудің 
бағыттауыш векторы болатындығы анык,. Сондықтан а, = х, ~ х ,, а2 = у2-  
а3 = z2-  Zj. Ал L  түзуі M , нүктесі арқылы өтетін болғандықтан (26.4) 
формула бойынша

х - х ,  _  у - у ,  z - z ,
— (26. 5)

х2 ~ х\ Уі~Уі У і - У  1

(26.5) теңдіктер екі нүкте арцылы өтетін кеңістіктегі түзудің теңдеулері деп 
аталады.

Бізге Л , және П 2 екі жазықтықтың жалпы түрдегі тевдеулері берілсін

( х  ~Һ В j у  + С , z  + £>, = О 
|^42х + В2у  + C2z  + £>2 = 0

At В , С, 
Егерде —-  = —-  = —-

егерде

.. В,
4  _ в ,

(26.6)

болса, онда екі жазықтық бір-біріне параллель болады,

А
А2 В2 С2 D2

болса, онда (26.6) теңдеулер тек бір жазықтықтың

теңдеуі болады. Бүл екі шарт орындалмаса екі жазықтық бір түзудің бойымен 
қиылысады. Сондықтан (26.6) тевдеулер жүйесі L  түзудің кеңістіктегі жалпы 
турдегі теңдеулері деп аталады.

Бүл жагдайда мына анықтауыштардың

В,
в.

біреуі нөлге тең емес. Сонымен

Л , с ,

А г с 2

Л в ,

а 2 В 2

жэне

ф 0 нөлге тең болмасын.

Онда (26.6) теңдеулер жүйесінен х  жэне у  белгісіздері z арқылы табуға 
болады, яғни

х  = a,z  + а г

У = A z + A
(26.7)
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х - а ,  у -  fit Осыдан z = ------ % z = ——i-1. <=>
«, Д,

?lZ B l = Zz A  = !  (26.8)
«, А 1

Бул (а 2> в 2,0 )  нуктесі арқылы ететін бағытгауыш векторы а = ( а „ /?,,I )
болатын түзудің теңдеулері.

Мысал 1. М (3,2,і) нүктеден өтетін 2 x - 3 y - z  + 2 = 0 жазықтыгына
перпендикуляр түзудің тендеулерін табыңдар.

Шешімі: Берілген жазықтықтың нормаль векторы іздестіріп отырган
тузуге бағыттауыш вектор болады. Олай болса, берілген М  нүктеден өтетін
бағыттауыш векторы N (2,-3  , - і )  болатын түзудің теңдеулері (26.4) бойынша

х — 3 у  — 2 z -1  
былаи анықталады ——  = — — = — —.

Мысал 2. L  түзуінің теңдеулері жалпы түрде берілген

f 2 x - y  + 2 z - 3  = 0 
4 + 2y - z - l  = 0 ^

Осы түзудің канондық тендеулерін жазыңдар.
Шешімі: (26.9) теңдеулер жүйесінен ж жэне у  белгісіздерді z аркылы 

өрнектеп мынаны аламыз

5x=7-3z ,  осыдан Z = 5y = 4 z - l , осыдан г =
-3  4

7 1 7 1
5* -  7 5_к +1 z х ~ + * z X ^ + ■<; .z ------- = ——  = -  нем есе___ 1 = ___1 - — нем есе---- 2_ = ---- =̂ = - .

- 3  4 1 - 3  4 1 - 3  4 5
"5 5

§27. Түзулердің арасы ндағы  бұрыш

Кеңістікте L, жэне L2 түзулері канондық теңдеулері арқылы берілсін 
* ~ _ У ~ УI _ 2 -  z, x - x 2 _ y - y 2 _ z - z 2“ ЖоЛС » j t

a i a2 аз b2 b3
Бұлардың бағыттауыш векторлары сәйкес a = (a„a2,a 3) және b = (bt,b2,b3) Екі 
түзудің арасындағы бұрыш екі баіыттауыш вектордың арасындағы бұрыщқа 
тең. Сондықтан екі вектордьщ скалярлык көбейтіндісінің анықтамасынан, мына 
формуланы аламыз

-  Г МІіГІa b -  \а\\b cos <р осыдан cos <р = —р
№

a.b, + a, 6, + a,d,
немесе cosq> = - -----  ■ _ j-~==—.... . (27.1)

4 af + a2 + al *Jbf+ b2 + b.3
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Егер екі түзу перпендикуляр болса, онда cos q> = 0 . Сондықтан

«,Ьі + a2b2 + аф3 = О (27.2)

Егер екі тузу параллель болса, онда екі бағыттауыш векторлар коллинеарлы 
болады. Сондықтан олардьщ координатгары пропорционалды болады

(27.3)

, ,  X у - 2  2 + 2 \2x + y - z - l  = 0
Мысал. — = ------= —-— жэне < _ екі тузудщ арасындагы

2 -1  3 [ 2 * - j> + 3jc + 5 = 0
бұрышты табу керек.

Шешімі. Бірінші түзудің бағыттауыш векторы <і = (2,-1,3), ал екінші 
түзудің бағыттауыш векторы былай анықталады b=NtxN2, мұндагы 
JV ,(2,l,-l), /V2( 2 1,3). Сонымен

b = iVj х N2 =
І 7 к

1 -1 2 -1 2 1
2 1 -1 = І -  j + к

-1
-1 3 2 3 2 -1

2 3
J ( 3 - 1 )-(6 + 2)7 + (- 2 -  2)fc =

= 2?-8/-4fc=(2;-8;-4>
(27.1) формулага a, = 2, a2 = ~ l, a}= 3, bt -  2, b2 = -8, Ьг = -4  мәндерін 
қойып, cos <p -ді табамыз.

albl +a2b2 + a1bi _ 2-2 + 1-8-3-4  ___ 0_COS^> =
’ + a22+ c 4 ^ + b 22 +bl л/4 +1 + 9л/4 + 64 + 16 >/І4-л/84

=  0 ,

cos ̂  = 0 осыдан <p = -

§28. Жазыктықтағы тузудің теңдеулері

Жазықгықтағы тік бүрышты координат жүйесінде L  түзуі берілсін. Басы
О нүктеде жатқан а векторының соңғы нүктесінен осыған перпендикуляр L  
түзуі жүргізілген (24-сурет). Сондықтан а векторы L  түзуін толық анықтайды. 
р  саны 3 вектордьщ үзындыгы ( р  =| а |) . Мұндағы п = ( c o s a , c o s /3) векторы 
а векторыньщ бірлік векторы, а  жэне р  
бұрыштары п векторыньщ Ох жэне Оу естері- 
мен жасайтын бұрыштары ( c o s 2 a  + c o s 2 P = l) .
M (x,y) нүктесі L  түзудің кез келген нүктесі, 
оньщ радиус векторын г = (х, у) деп белгілейміз.
L  түзудің кез келген нүктесінің радиус 
векторыньщ Я бірлік вектор бағытындағы 
проекциясы түрақты жэне ол р  -га тец. Сонымен 24-сурет

46



(28.1) теңдеу жазықтықтағы L  түзудің векторлъщ теңдеуі деп аталады. Бүл 
тендеу координаттар аркылы былай жазылады

х cos a  + у  cos p  = p  (p  > 0) (28.2)

(28.2) теңдеуді жазықтықтағы L  түзудің нормаль туріндегі теңдеуі деп 
аталады. Бұл теңдеудің екі жағын нөлден өзге кез келген санға көбейтсек 
нәтиж есінде (28.2) теңдеуге эк ви вал ен т  L  түзудің теңдеуін аламыз. Сонымен

Ах + Ву + С = 0 (28.3)

(28.3) тендеу жазықтықтағы түзудің жалпы түрдегі теңдеуі деп аталады. Бүл 
тендеуді әрқашанда нормальді түрге келтіруге болады оны мына санға көбейтіп

М  = ± - Г Т - Т -  (2 8 -4 >4а 2+в 2

М  саны нормалаушы көбейткіш деп аталады. М -ның таңбасы С санының 
таңбасына қарама-қарсы, себебі Р= -М О  0 оң сан болуы керек. (Щ)г +(МВ)2 =1 
болгандықтан cosa = MA,cosfi = MB. Олай болса п = {МА,МВ\ ал N = (А ,в) 
векторы L  түзуіне перпендикуляр, себебі ол п векторына коллинеарлы, 
шынындада п = (МА,МВ)= = М(А, В) = MN. Сондықтан N  векторын L  түзудің 
нормалі деп атайды. Өздерің көріп отыргандай жазықтықтагы түзудің 
теңдеулерін кеңістіктегі жазықтықтың теңдеулерінің дербес түрі деп 
қарастыруга болады. Сондықтан кеңістіктегі жазықтықтың теңдеулерінен 
жасалған барлық түжырым жазықтықтағы түзулердің теңдеулеріне де дүрыс.

Түзудің жалпы тецдеуінің дербес турлері:
Q

1. Егер А = 0 болса, онда (28.3) теңдеуі мына түрге келеді у  = — . Бүл OX
В

өсіне параллель түзудің тевдеуі;
С

2. Егер 5  = 0 болса, онда х ~ ---- түзуі О Ү  өсіне параллель;
А

3. Егер С = 0 болса, онда Ах + By = 0 теңдеуі бас нүкте о(о,о) арқылы өтетін 
түзудің теңцеуі.
(28.3) теңдеуді мына түрге де келтіруге болады, егер В * 0,

y  = kx + b (28.5)

мүндағы £= -£>  (28.5) теңдеуді мектептен белгілі түзудің бүрыштың

теңдеуі деп аталады, Мұндағы k  = tga  бүрыштық коэффициент, ал a  L түзуі 
мен OX  өсінің оң бағытының арасындағы бүрыш.

Егер А ,В ,С  нөлгетеңболм аса(28.3)теңдеуді мынатүрде дежазуға 
болады

( r , n )  = p  {p> 0) (2 8 .1)
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-  + ̂  = 1 (28.6) 
a b

N  N
Мұндағы a = — , b = ---- , (28.6) теңдеу түзудің кесіндідегі теңдеуі деп

А В
аталады. Бұл түзу OX өсін а нүктесінде, ОҮ өсін b нүктеде қиып өтеді.

Екі түзуді қарастырайық

А,х + В ,у  + С, ='0, ( і ,)  (28.7)

Л2х + В 2у  + С 2 = 0. ( і2) (28.8)

N, = (А, , £ ,) ,  N2 = (Лг,В2) векторлар осы екі түзудің сзйкес нормаль векторлары. 
Екі түзудің арасындагы бүрыш осы екі Һ\ және N2 векторлардың арасындагы 
бүрышқа тең. Скалярлық көбейтіндінің бірінші анықтамасынан

I -  и -  і N  -N
N, - N2 = L/V, | ,V21 cos <p осыдан cos <p = ,■ - 2. ,

NN
немесе cos <p = 4 ф = = ~ -  (28.9)

4 a[ 7 b U a I + b I

Егер Ь, жэне Ь 2 перпендикуляр болса, онда олардьщ нормальдары да перпен­
дикуляр болады, яғни

Nx-N2= 0 осыдан А1А2 +В1В2 = 0 (28.10)

(28.10) теңдік екі тузудің перпендикуляр болу шарты. Егер L, || Ь 2 параллель 
болса, онда /V, жэне N2 коллинеарлы векторлар, ягни

А, А~

t =t  (28Л1)
(28.11) теңдік екі түзудің параллель болу шарты. X, жэне Ь 2 түзулер бұрыш- 
тық теңдеулер арқылы берілсін, ягни

у  = ksx + bx
, , (28.12) Iy  = k2x + b2 J

Онда (28.12) тевдеулерді жалпы түрге келтіріп былай жазуға болады

kt х  -  у  + 6, =0
, (28.13)k2x  -  у  + b2 = 0J

Ax = k x,Bx = -1 , Ci =bx,A 2 = k2,B2 = —1, C2 = b2.
Екі түзудің перпендикуляр болу шарты (28.10) мынандай болады 
A,A2 + B sB2 = 0 осьщан k,k2 + 1 = 0 немесе

k ,k2 = - l  (28.14)



Екі түзудіч параллель болу шарты (28.11) былай жазылады
A, А2 к, —1= —- осыдан — = —  немесе
B, Вг к2 -1

кг = к 2 (28.15)

(28.14) пен (28.15) шарттар бұрыннан белгілі.
Егер (28.3) түзу М 0(х0,у 0) нүктесі арқылы өтсе, онда

Ах 0 + By 0 + С = 0 (28.16)

теңдігі дұрыс. (28.3) теңдіктен (28.16)-ті алып мына теңдікті аламыз

А (х -х 0)+ В (у -у 0)= 0 (28.17)

Егер В * 0 , (28.17) теңцікті бьшай жазуга болады

у -У о  = к ( х - х 0)  (28.18)

мүндағы к = — . (28.17) жэне (28.18) теңдеулерді түзудің бір нүкте арқылы 
В

өтетін теңдеулері деп аталады. Екі М х(хи у^) жәее М 2(х2,у 2) нүкте арқылы 
өтетін түзудің теңдеуі де осылайша анықталады

(28.19)
*2"*1 У2~Уі

нүктеден жазықтықтағы түзуге дейінгі ара қашықтықта нүктеде жазыктық- 
ты ң ара қаш ы қты қты ң дербес  тү р і рет ін де қоры ты лады , соны мен 
Ax + By + С = 0 түзуімен М0(х0,у0) нүктенің ара қашықтығы

[j4xn + Вуп -t~ С\
d  =  J— ? „ ...£.9-„...1. (28.20)

4 а 2 + в 2 к

Мысал. М 0(2 ,- \)  нүктеден Зх + 4 у -2 2  = 0 түзуге дейінгі ара қашықтықты 
табу керек.

Шешімі. (28.20) формула бойынша А = 3 ,6  = 4,С = -22. х0 = 2 ;у0 = -1 .

О лайболе, = , 4 .
л/9 + 16 л/25 5

§29. Екінші ретті қисық сызықтар

Дэрежелері екінші ретті болатын тендеулермен анықталатын сызықтарды 
қарастырайық

Ax2 +2Вху + Су2 +2Dx + 2Ey + F = 0 (29.1)

Бүл теңдеудің коэффщиентгері нақты сандар жэне ең кем дегенде А ,В  
немесе С -ны ң біреуі нөлге тең емес. Мүндай сызықтарды екінші ретті 
сызьщтар (цисыцтар) деп атайды.
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Канондық теңдеулермен берілген кейбір қисықтарды қарасхырайық.
>2

(*-*о)2 +(у-УоҮ =Rl 

1i - + 2 L
a 1 b 1

{R> 0)

(a>0, b> 0, a>b)

(a > 0, b > 0)

(p > o )

1. Шеңбер

2. Эллипс

3. Гипербола £ l _ Z l  = iл 2 »2 a b
4. Парабола >' = -̂Px

1. Шецбер. - y 0)2 = й 2 шеңбердің канондық теңдеуі,

Аныцтама. Ң, нүктеден бірдей R қашықтықтагы нуктелердің 

геометриялық орнын радиусы R -ге тең центрі Щ  нүктеде жататын шеңбер деп 
атайды.

Шеңбердің канондық теңдеуін 25-суретген 
табамыз. АМ0МК-дан

\М0М\ = j~+(MKf. М0К = х -х 0, МК = у - у0,
М 0М  = R онда

R=J(x~Xo)2+(у-Уо)2 осыдан (х-х0)2 +(y-y0f  =R2 
Егер х0 -  0; у 0 = 0 болса, онда центрі бас 

нүкте болатын шеңбердің теқдеуі 
х 2+ у 2 = R 2

(29.2)

(29.3)

(29.4):

(29.5) j

2. Эллипс. ^ -  + Z -  = i (a > 0, b>0,
a 2 b2 v

a>b) (29.3) эллипстің канондық

теңдеуі.

Эллипстің канондық теңдеуі х  және у -тің тек жұіі дэрежесінен тұратын 
болғандықтан, егер (х.у) нүктесі осы эллипстің нүктесі болса, онда 
(~х>у)>(х>-~у), {-х ,-у )  нүктелері де осы осы эллипстің нүктелері болады. 
Сондықтан эллипс Ох және Оу өстеріне симметриялы болады, сонымен қатар 
эллипс бас нүктеге де 0(0,0)-де симметриялы. (-а ,0), (а ,0 ) ,  (о,2>), (0,-b )  
нүктелері эллипстің төбелері, 0(0,0) нүктесі эллипстің центрі. а - эллипстің 
үлкен жарты өсі, b - кіші жарты өсі деп аталады. Егер а = Ь болса, онда эллипс 
шеңберге айналады х 1+ уг =а2. (29.3) теңцеудің сол жағындағы әрбір

х 2 V2қосылгыш бірден аспайды, яғни —  < 1 және ^  <1 немесе
a b

-а< х< а  жэне

—b < y < b .
Сондықтан эллипстің барлық нүктелері х = ±а, у  = ±Ь түзулерден түратын 

төртбұрыш ішінде жатады.
х 1  2(29.3) тевдеудегі теріс емес қосылғыштардың —  және қосьшдысы
a b
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W'

М'Х’.У!

бірге тек-
Сондыкган, егер бір қосылгыш өссе екінші қосылғыш кемиді, яғни |х| өссе 

оида І̂ І кемиді және керісінше. Сонымен эллипстің графигі 26-суреттей 

болады.
(29.3) теңдеудегі теріс емес қосылғыштар-

2 у2
£ -  және Аг қосындысы бірге тең. дьщ а 2 ъ*

Соңдықтан, егер бір қосылғыш өссе екінші 
қосылғыш  кемиді, яғни |х| ессе онда |v| кемиді 
және керісінше. Сонымен эллипстің графигі 26- 
суреттей болады.

с1 =аг -Ъ г деп белгілейік. е = — = , 1 -
а У а

эллипстің эксцентриситеті деп аталады. (о< г < l) Ft(~c,o) жэне F2(c,о) 
эллипстің фокустері, ал эллипстің фокусінен кез келген нүктесіне дейінгі 
қашыктықтарды (г, = Ғ,М ,гг = Ғгм )  М  нүктесінің фокальдық радиустері деп 
атайды.

Аньіқтама. Фокустар деп аталатын екі F, және Ғ2 нүктеден ара қашық- 
тықтарының қосындысы түрақты, 2а болатын, жазықтықтағы нүктелердің 
геометриялық орнын эллипс  дейді, яғни

г, + гг = 2 а .  (29.7)

Эллипстің канондық теңдеуін осы (29.7)-ден қорытып шығаруға болады. 
М (х,у) эллипстің кез келген нүктесі. 26-суреттегі Ғ ХМ К  тікбұрышты үш-

бүрыштан rx =FM =^(x+cf +у2, ал Ғ2М К  үшбұрыштан г2 =Ғ2М=^І(х-с)2 +у2.
Бүл өрнектерді (29.7) формулаға қойсақ мына өрнекті аламыз.

д/(х + с )2 + у 2 + -J(x  -  с )2 + у 2 - 2  а (29.8)

(29.8) формуланы былай түрлендіреміз д/(x+ c f +у2 =2a—J (x -c f+ y 2, екі жағьін

квадраттап (х+с)2 +у2 = 4a2-4 a )j(x ~ c f +у + (х -  c f  +у2. Осыдан

х2 +2хс+с2 +у2 =4а2-4 a^j(x-c)2 +у2 +х2 - 2 хс+с2 +у1, a j { x - c f  + у2 =а ~сх, тағы 
да екі жагын квадраттаймыз

2 2 ~  2 , 2 2  2 2  4 ~  2 2 2а х - 2 а  сх + а с + а у  = а - 2 а сх + с х ,
X2 у 2с2 =а2 -Ъ 2 болғандықтан Ъ2х2 + а2у 2 = а2Ь2 немесе —  + - j  = 1

(а2 - с 2У + а 2у 2 = а 2{а2 ~ с 2\

У
Ъ2

бүл теңдеу эллипстің канондық теңдеуі.
3. Гипербола. Гиперболаның канондық тевдеуі

„2 >2 a . b
( а > 0 ,  Ъ>О) (29.4)
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(29.4) теңдікте х  жэне у  -тің дәрежелері жұп. Сондықтан гипербола Ох жэне 
Оу өстеріне симметриялы, сонымен қатар гипербола 0(0,0) бас нүктеге де 
симметриялы. Ох өсіндегі (а,о), ( -а ,0 )  нүктелері гиперболаның төбелері деп, 
0(О,О)- гиперболаның центрі, Ох өсі гипер- 
боланың нақты өсі, Оу- жорымал өсі, a - 
нақты жарты өсі, һ - жорымал жарты өсі деп

А ■аталады. Ал у  = ±—х түзулері гиперооланың
а

көлбеу асимптоталары болатындығьін дәлел- 
деуге болады. с2 = а2+Ь2 деп белгілесек,

= — = J 1 + —т  өрнекті гиперболаның эксцен- 
а V а 27-сурет

триситеті деп атайды. Fj{-c, 0) және F2(t\0) нүктелері гиперболаньщ 
фокустері, r, = F, М  және г2 = Ғ 2М  гиперболаньщ М  нүктесінің фокальдық 
радиустері деп аталады, мүндағы М  гиперболаньщ кез келген нүктесі (27- 
сурет).

Анықтама. Фокустар деп аталатын екі F, және Ғ2 нүктеден ара қашық- 
тықтарының айырымының абсолют шамасы тұрақты, 2а болатын, жазық- 
тықтагы нүктелердің геометриялық орнын гипербола деп атайды, ягни

■ Г2 \ = 2 а (29.9)

(29.9) формуланы пайдаланып 27-суреттен г; =FlM=^(x+c)2+y2, 

r2 =F2M = yf(x-cf +у2 екендігін ескеріп гиперболаньщ канондық теңдеуінің

(29.5)

\х -с )
(29.4)-ке тең екендігін дэлелдеуге болады.
4. Парабола. Параболаньщ канондық теңдеуі

у 2 = 2 рх

Бұл тевдеудегі айнымалы у-тің  дәрежесі жұп, 
сондықтан парабола Ox өсіне симметриялы (28- 
сурет). О (О,О) нүктесі параболаньщ төбесі,

нүктесі параболаньщ фокусі, r=\FM \

параболаньщ М  нүктесінің фокальдық радиусі 
деп аталады, мұндагы М (х,у) параболаньщ 
кез келген нүктесі (28-сурет).

Аныцтама. Ғ фокустен жэне директриса деп аталатын түзуден ара 
кашықтыктары бірдей болатын нүктелердің геометриялық орнын парабола деп 
атайды, ягни

r  = d  (29 . 10)
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(29.10) теңдікті пайдаланып 28-суреттен 2 , р= j  +у . d= ~ + x  екендіпн

ескеріп параболаның канондық теңдеуі (29.5) болатындығын дәлелдеуге 
болады.

§30. Екінші ретті қисық сызықтың жалпы теңдеуін 
канондық түрге келтіру

Екінші ретті қисықтың жалпы теңдеуі берілсін

Ах2 + 2Вху + Суг + 2Dx + 2Еу + Ғ  = 0. j-j

Бұл теңдеуді координат әстерін а  бұрышқа бұру арқылы х жэне У айнымалы- 
лардың көбейтіндісі болмайтындай етіп түрлендіруге болады. Ол үшін 
координат өстерін мына формулалар арқылы бұрайық

х  =  x ' c o s a -  v ' s i n a ]
(30.2)

у -  х sin a  + у  cos a  J

мұндағы x '  жэне у '  жаңа координат өстері. Бұл формулаларды (ЗО.І)-ге 
қойып, мынандай өрнек аламыз

Л(х' cos a  -  у ’ sin a f  + 2В(х’ cos a  -  у ’ sin а ^х ' sin a  + у ' cos a) + C(x' sin a  + y ' cos a)2 +
+ 2E>{x'cosa-y'sma)+2E(x'sma + y rcosa)+F = 0 

Бұл формуланы түрлендіріп мына түрге келтіруге болады

(A cos2 а + 2В cosasina+С sin2 ape'1 + (- 2 A cosasin a + 2B{cos2 a  -  sin2 a )+
+ 2Csin«cosa)xy+ (/lsin2 a-2J8sinacosa + Ccos2 ajy'2 + 2(Dcos« + £sina)x' + (30.3) 
+ 2(- D sina+E  cos а)у’ + F  = 0

a  бүрышын солай таңлап аламыз, (ЗО.З)-гі екінші жақша нөл болатындай етіп 
яғни

-  2A cosasina + 2fl(cos2 a  -  sin2 a)+2C sinacosa = 0 осыдан 

2Bcos2a+(C-A)sin2a = 0 => tg la  = - ^
A -C

a  = i  a rc tg \~ ^~ ^  (30.4)

Координат өстерін осындай a  бурышына бұрған кезде, (30.1) теңдеу мына 
түрге келеді

А ,х '2 + Cty ' 2 + 2D ,x ' + 2 Е ,у '+  Ғ, = 0 (30.5)

мұндагы Л, = A cos2 a  + 2В cos a  sin a  + С sin2 a,
C, = Asm 2 a - 2 B s ’m acosa  + Ccos2 a, D{ = D cos a  + E sin a, Es = E cos a  -  D sin a ,  
F] = F. A 2 + С 2 Ф 0 болмасын, яғни A} жэне С, бір мезгілде нөл болмасын.
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Теорема. (30.5) теңдеу әрқашанда шеңберді (егер А, = С ,), немесе эллипсті 
(егер А, - С, > 0 ), немесе гиперболаны (егер А, - С, < 0), немесе параболаны 
(А, ■С] = 0) аныктайды. Мүмкін өзгеше жагдай да болуы мүмкін: эллипстен 
(шеңберден) өзгеше -  нүктеге немесе жорамал эллипске немесе шеңберге, ал 
гиперболадан өзгеше қиылысатын екі түзуте, ал параболадан өзгеше параллель 
екі түзуге айналулары мүмкін.

(Бұл теореманы дәлелдемейміз).
Мысал 1. Ахг + 5у 2 + 20х -  Ъйу + 10 = 0. эллипс (А, - С, = 4 • 5 > О).

Бүл теңдеуді былай түрлендіреміз

канондық түрі.
Мысал 2. х2 +10х -  2у +11 = 0 парабола, (С = 0\

Бул тевдеуді түрлендіріп параболаньщ канондық түрін аламыз 
(х2 + Юх + 25)- 2у +11 -  25 = 0, (х + 5)2 = 2у + 14. (х + 5)2 = і( у  + і).
Төбесі О, ( -  5,-7) нукте жэне р  = 1 болатын параболаньщ канондық тендеуі.

Мысал 3. 4х2 -  у 2 + 8х — 8jy —12 = 0. (Л С  = -4< 0).
Теңдеуді түрлендіреміз
4(х2 + 2х + і ) - ( у 1 + 8у + 1б) -4  + 16-12 = 0. (2(х + і )+( у  + 4)Х2(х + і)-(>> + 4)) = 0. 
(2х + у  + бХ2х -  у  -  2)=  0.
Бұл теңдеу бір-бірімен қиылысатын 2х + у  + 6 = 0 жэне 2х -  у  -  2 = 0 түзулерін 
анықтайды.

Мұндағы = ар, bt , В  берілген түрақты сандар, х , . х 2 . х ,  -  кеңістіктегі 
айньмалылар. х,  =  х ,  х 2 =  у , х ъ = z деп белгілеп беттердің канондық түрде 
берілген дербес түрлерін қарастырайық.

] Ъ = V l2 болатын эллипстің

§31. Кеңістіктегі бепгтердің теңдеулері

Кеңістіктегі беттердің жалпы тендеуі бьшай беріледі

£  И  alixixj + 2 І  b,xt + 5  = 0 (31.1)

1. Сфера

2. Эллипсоид

х 2 + у 2 + z2 =R2 (R>  0) 

(a,b,c> 0)
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3. Бір қуысты гиперболоид

4 Екі қуысты гиперболоид

5. Эллиптикалық параболоид

6. Гиперболалық параболоид

7 . Екінші ретті конус

8. Эллиптикалык цилиндр

9. Гиперболалық цилиндр

10. Параболалық цилиндр
11. Өзара қиылысатын екі 

жазықтық
12. Параллель немесе беттесетін 

екі жазықтықтың
13. OZ өсі
14. Бас нүкте 0(0,0,0)

2 2 2 
Z—  —  = ]

а 2 b 2 с 2
(а,Ь,с > О)

У1 І І - 1
а 2 Ь2 с 2 (а,Ь,с > О)

х 2 у 2
~~г + -ГГ ~ 2 pzа о

(а,Ь,р> О)
2 2 

Х У -  О2 l  2 ^ PZ а b (а,Ь,р> О)
2 ,,2 2 х_+ У___Х _ = 02 т 2 2 иa b с

(iа,Ь,с > О)

4 + 4 = iа 2 Ь2
(а,Ь> О)

2 2 
iE___2L_ = 1
а 2 Ь2

(а,Ь>0)

у 1 = 2рх (р>0)
а2х 2 -  Ъ2у 2 = 0 (а,Ь > 0)

х 2 - а 2 = 0 (а> 0)

ОII+

х 2 + у 2 + z 2 = 0

1. Сфера, х 2 + у 2 + z2 = R2. (R > 0) (31.2)

(31.2) центрі 0(0,0,0) бас нүкте радиусы R болатын сфераның канондық тецдеуі 
(29-сурет). Енді сфераның геометриялық түрін қима әдісі кемегімен зертгейік. 
Сфераньщ канондық теңдеуіндегі x , y , z  айнымалылардьщ дэрежелері жұп, 
сондықтан сфераның беті х = 0, y  = 0 ,z  = 0 координат жазықтыктарына 
симметриялы. Сфераны z = Һ, і}һ\< R) жазықтықтарымен қиғанда, қимасынан 

шеңбер аламыз. Шынында да х2+у2+Һ2 =R2 =>х2+у2 =R2~ h 1, R 2 = R 2 - һ 2 > 0, 

олай болса х 2 + у 2 = R 2. Теңдеуі радиусы Я, = -\/й2 - һ 2 тең шеңбердің 
тецдеуі. Тура осылай сфераны x  — h , (j/z| < R ) жэне у  = Һ, (|/г| < r ) координат 
жазықтықтарына параллель жазықтықтарымен қиғанда да қимасынан сәйкес 
у 2 + z 2 = R 2, x 2 + z 2 = R 2 шецберлер шығады.

2  2  2

2. Эллипсоид. —г + ^ т + ^  = 1 (a,b,c>0)  (31-3)
a b с

(31.3) теңдеуі эллипсоидтың канондық тецдеуі (31.3) теңдеуде x , y , z -тіц 
дәрежелері жұи болтандықтан эллипсоид х = 0, у=0, z = 0 координат жазықтық- 
тарына бас нүктеге <9(0,0,0) симметриялы бет болады. Эллипсоид бетініц 
геометриялық түрін білу үшін қима эдісін қолданамыз. Бетті ОХҮ жазық-
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тығына параллель z = һ, (j/г j < С ) жазықтықтарымен қисақ, қимаеынан эллипс 
қимасьшан эллипс шығады (30-сурет):

£ _ + Z -  = l - — . Бүл қиманың жарты өстері а.Һ-^т жэне ь] 1 - ~  тең. Тура 
а2 b2 с2 V с V с
осылай эллипсоидты х = Һ, (|/г| < а) жэне у=һ, І\һ\ < b) жазықтықтарымен қиғанда 
да, қимасынан эллипстер шығады. Егер эллипсоидты х=0, у=0, z = 0
жазықтық-тармен қисақ, қимасынан эллипстер шығады:

2  2  2 2  2  2

^Т + 7 Т = 1, ~~т + 7 Т = 1> “Т  + ̂ г  = 1- Ал (+ д,0,0), (0,+6,0), (0,0,+с)  нүкте- а b а Ъ а Ъ~
лері эллипсоидтың төбелері деп аталады. Егер а ~b = с болса эллипсоид 
теңдеуі х 2 + у 2 + z2 = а2 болатын сфераға айналады.

3. Б ірқуы сты  гиперболоид. ~  + ~  = 1 (a,b,c> 0) (31.4)
а Ъ' с

(31.4) бір қуысты гиперболоидтың канондық теңдеуі. Бір қуысты гиперболоид
х = 0, у -() және z = 0 координат жазықтықтарына жэне 0(О,О,О) бас нүктеге
симметриялы. а,Ь,с сандары бірқуысты гиперболоидтьщ жарты өстері деп
аталады. (+ а ,0,0) және (0,±6,0) нүктелері бір қуысты гиперболоидтьщ
төбелері деп аталады. (31-сурет). Егер бетті кез келген z = h жазықгықпен

х 2 у 2 һ 2 г  с  . , қисақ, қимасьшан әрқашанда эллипс шығады — + — = 1 + — . Егер бетті х - һ
а Ъ с

немесе у  = һ жазықтықтармен кисақ, қимасынан гиперболалар шығады:
. /  г2 һ2 х2 z2 , Һ2
—;-----5" = 1— т немесе —г — г = 1— г.
Ь2 с а 2 а 2 с 2 Ъ2

2 2 2

4. Екі қуы сты  гиперболоид. —ү ~ —г------ г =1 (a,b,c> О) (31.5)
a b с

(31.5) екі қуысты гиперболоидтьщ канондық теңдеуі. Теңдеудің түріне қарап 
бұл беттің де х = 0, у=0, z = 0 координат беггеріне жэне 0(0,0,0) бас нүктеге 
симметриялы екендігін байқауға болады. (32-сурет). Егер (31.5) екі қуысты
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31 - сурет 32-сурет

гиперболоидты х - һ  (\Қ>а) жазықтықтармен қисақ, қимасынан жарты өстері

b0 - - жэне c0 тең эллипс аламыз, яғни ~ - + Zy  = 1. Егер бетті
V а V а b0 с„

г = Һ немесе у  = Һ кез келген жазықтықтармен қисақ, қимасынан мынандай
гиперболалар шығады, яғни

4 - i = i  U =4 + 4  л = ь І + 4а„ Ь„ I V с \  с немесе ^ - ^  = 1 I °і> = аіА+ ~ 2' > а0 с0 I V с

с. = cyl + p - J .  (+ a ,О,О) нүктелері екі қуысты гиперболоидтьщ төбелері деп 

аталады.

х 2 у 25. Эллиптикалық параболоид. —j - + ^ ~ = 2 p z  (a ,b ,p > 0 ) 31.6)

(31.6) эллиптикалық параболоидтың канондық теңдеуі. Бұл теңдеуден беттің 
тек х=0 жэне у =0 координат жазықтықтарына симметриялы екендігін көреміз, 
себебі х жэне у  айнымалылардьщ дәрежесі жұп. (31.6) бетті г -  һ (һ>0) жазық-

х 2 у 2 I I— -
тарымен қисық қимасынан эллипс аламыз (33-сурет). —  + —ү- = 1 Іа0 = а ^2 р һ  ,

а 0 bq

b0 = bs]2ph). Осы бетгі х - һ  немесе у=һ кез келген жазықтармен қисақ

қимасынан әрқашанда мынандай параболалар шығады, яғни = 2pz
b и

немесе = 2pz Бас нүкте 0(0,0,0) эллиптикалық параболоидтың төбесі 
a Ъ

деп аталады.
2  2

6. Гиперболалық параболоид, —ү  -  = 2  рг (а,Ь,р > 0) (31-7)
a b

(31.7) эллиптикалық параболоидтың канондық теңдеуі. (34-сурет). Берілген бет 
х = 0 және v=0 координат жазықтықтарына симметриялы. z=h жазықтарымен 
қисық, қимасынан гипербола аламыз
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2 2

v ~ v = 2ph-
Егер h >0 болса, онда гиперболаньщ пакты өсі ОХ болады, ал егер Һ < О болса, 
онда нақты өсі ОҮ болады. Егер һ=О болса, қимасынан қиылысатын екі түзу 
шығады. Осы бетті х = й немесе у - һ  жазықтықтармен кисақ, тармақтары

төмен немесе жогары багытталган параболалар шығады, ягни У ^У_
Ьг

х 2 * һ немесе -^r = 2pz + — . 
а2 У b2

х2 v2 z27. Екінші ретті конус. + L------- = о
а2 b1 с

(а,Ъ,с > О)

-2 pz

(31.8)

33-сурет 34-сурет

(31.8) формула екінші ретті конустың канондық теңдеуі (35-сурет). Берілген бет 
х = 0, у= 0 және 2 = 0 координат жазықтықтарына жэне 0 (0,0,0) бас нүктеге 
симметриялы. Осы бетті z ~ h  жазықтығымен кисақ қимасы эллипс болады,

х2 у 2 һг
ягни —  + р -  = — • Егер осы бетті х  = һ немесе у  = һ жазыкгыктармеи қисақ,

қимасынан гиперболалар аламыз немесе ----- 2' = ТТ' Конусты

х = 0 немесе у = 0 жазыктықгарымен қисақ қимасы өзара қиылысатын екі түзу
j- у 2 . Z2 X2 z 2болады і------- - = о немесе —  — = 0 .

b2 с2 а с

8. Эллиптикалык цилиндр, —j- + У 1 (а,Ь > О) (31.9)
в* Ь ‘

(31.9) тевдеуде z айнымалысы жоқ. ХО Ү  жазықтығына (31.9) теңдеуі жарты 
өстері а жэне й-ға тен эллипсті анықтайды.

Егер (х, у )  нүктесі осы эллипсте жатса, онда z -i кез келген (x ,y ,z )  нүкте
(31.9) беттің үстінде жатады (36-сурет). Сонымен OZ  өсіне параллель осындай
нүктелердің жиыны эллиптикалық цилиндрлік бетті құрайды. Бұл бет ХОҮ

х2 у 2 .
жазықтыгын — + ті' = 1 эллипснен қияды. Бүл эллипс цилиндрдщ багыттауыш

a b
сызыгы деп, ал бетгің үстінде жатқан OZ өсіне параллель түзулер осы беттің
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ж асауш ы лары  деп аталады. Егерде осы  цилиндрді х = h, (j/z| < а )  немесе у  = Һ, 

Щ <ь) жазықтықтарымен кисак, қимасынан жасаушы түзулер аламыз, ягни

Һ2
= 1 - -

9. Гиперболалык цилиндр. —j- У
ь 2

= 1 (а,Ъ > О) (31.10)

(31.10) тевдеу гиперболаньщ цилиндрлік беттің канондық теңдеуі (37-сурет). 
Бұл беттің бағыттауыш сызығы (31.10) гипербола болады.

10. Параболалық цилиндр, у 2 = 2 рх {р> 0) (31.11)

Бұл параболалық цилиндрдің бағыттауыш сызықтары парабола болады. 
OZ өсіне параллель осы бетгің үстінде жаткан түзулер осы цилиндрдің 
жасаушылары деп аталады (38-сурет).

11. Өзара қиылысатын екі жазықтыктың тецдеуі

а2х2- Ь 2у 2 = 0 {а,Ъ > О)

Бүл бетгің багыттауыщтары у  = ±~-х тузулері болады.
b

(31.12)

12. Параллель немесе беттесетін екі жазықтықтың теңдеуі

х 2 - а 2 =0. ( а > 0 )  (31.13)

13. х 2 + у 2 = 0 теңдеуді тек OZ  өстің нүктелері гана (0,0,z) қанағаттандырады, 
сондықтан ол OZ  естің теңдеуі. x 2+ z2=0 ОҮ  өстің теңдеуі. у 2 + z 2 = 0  

O X  өстің тевдеуі.
14. х 2 + у2 + z2 =0 теңдеуді тек 0(0,0,0) нүктенің координаттары гана қанағат- 

тандьфады.
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II тарау. МАТЕМАТИКАЛЫҚ ТАЛДАМҒА КІРІСГІЕ 
§1. Жиын ртымы. Логикалық символдар.

Математикалық ұгымдардын ішіндегі жалпы және ең негізгі ұғымдардьц 
бірі жиындар үғымы. Заттардың қандайда бір белгілері бойынша бірігетіі 
жиынтығын жиын деп, ал оның құрамындагы заттардьщ әрқайсысы жиынныі 
элементі деп аталады.

Мысалы көлдегі балықтар бірігіп жиын күраса, онда әрбір балық ось 
жиынның элементі болады. Сіуденттер тобы жиын қүрса, ондағы әрбір студент 
жиынның элементі болады. Жиындарды латын алфавитінің бас эріптер 
A ,B ,C ,...X ,Y ,Z ,... арқылы, ал олардьщ элементтерін кіші әріптермеі
a ,b ,c ,...,x ,y ,z , . . . белгілейді. Егер х элементі А  жиынында жататын болса, ол 
былай жазылады х е А ,  ал мына жазу х е А  немесе x g A , х  элементі A 
жиынында жатпайтындығын көрсетеді. Бірде-бір элементі жоқ жиынды бос 
жиын деп атайды да, Ф символымен белгілейді.

Егер В  жиынының әрбір элементі А  жиынының элементі болса, онда В  
жиынын А  жиынының ішжиыны деп атайды да В с  А  символымен 
белгілейді.

Жиындарды белгілеуде фигура жакша жиі қолданылады, жақшаның ішіне 
осы жиынның элементтері жазылады. Мысалы, А = {l,2,3,4,6} жазуы А  жиыны 
бес элементтен 1,2,3,4 жэне 6 -дан тұратынын көрсетеді; А = \х: 0<х<2\  
жазуы А  жиынньщ элементтері [0 ,2 ] кесіндідегі барлық нақты сандардан 
тұратынын көрсетеді.

Алдағы уақытга анықтамаларды, теоремаларды т.б. уғымдарды қысқартып 
жазу үшін логикалық символдар қолданылады.

Егер бізге сөйлемдердің мағынасы емес олардың бір-бірімен байланысы 
керек болатын болса, ондай сөйлемдерді а,Д,... әріптерінің біреуімен 
белгілейіз.

Егер а р  болса, «а  сөйлемнен /? сөйлемі шығатыны» белгіленеді, 
сонымен «шығады», «салдары» деген сөйлемшелер => кванторымен 
белгіленеді.

Егер а  => р  жэне р  => а  болса, онда а  жэне р  сөйлемдерін пара-пар 
немесе эквивалента дейді де, а  <=> р  символымен белгілейді.

«Кез келген», «барлық», «әрбір», «қандаЙ да болмасын» сөйлемшелер 
математикада бір мағынада колданылады да, V - кванторымен белгіленеді (б.үл 
белгі агылшын тіліндегі A ll сөзінің бірінші әрпінің төңкеріліп жазылуы) 
«Табылады», «белгілі бір», «бар болады» сөйлемшелер математикада бір 
мағынада қолданылады да, 3- кванторымен белгіленеді (бұл белгі ағылшын 
тіліндегі Exist сөзінің бірінші эрпінің аударылып жазылуы).

: - символымен «орын алады», «болады», «қанағаттандырады» деген 
сөйлемдер белгіленеді.

Мысалы. 1 )«Л  жиынының әрбір элементі үшін а  қасиеті орындалады» 
деген У х е А : а  түрінде жазылады. 2) « В  жиыннан р  қасиетінқанағаттан-
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дыратын у  элементі табылады» деген Зу е 5 :  р  символымен белгіленеді.
а  символымен а -ге  кері немесе « «  емес» деген сөйлемді белгілейді. Енді 

V'-y e A : a  тұжырымга кері тұжырым құрайық- Кванторлар тілінде бүл былай 
жазылады:

Vx е Л : а  О  Зх е А :а.
«а  касиеті барлық х е Л  ушін орындала бермейді» деген кемінде бір х  үшін а 
қасиеті орындалады» дегенмен пара-пар.

Дэл солай:

З у е В .р  О  V y e B ijff.
Сонымен қарама-қарсы тұжырым қүру үшін V және 3 кванторлары 

қолданылып тұрган сөйлемдерді өзгертпей, кванторларды өзара ауыстырып, (V 
орнына 3, ал 3 орнына V кванторын қою керек), ал қорытындысы болатын 
түжырымды оған қарама-қарсы түжырымга ауыстыру керек.

§2. Жиындарға қолданылатын амалдар

Егер А  жэне В  жиьшдары үшін A c z B  жэне B c z A  кірістірулері бірдей 
орындалса, ягни бірінің кез келген элементі екіншісінде жатса, онда А  жэне В  
жиындарықтең дейді де А —В  символымен белгіленеді.
А  жэне В  жиындардың цосындысы немесе бірігуі 
деп элементгері ең кем дегенде А  жиынында немесе 
В  жиынында жататын C=A+B=AkjB жиынын 
айтады (39-сурет), ягни С=А+В=АиВ={х: хеЛ  
немесе х  е В\
АиФ = Л, А и А —А  екендігі айқын.

39-с>фет
Мысалдар. 1) А = \m ,n,p,k,l}  жэне B = {p,r,s,n] жиындардың бірігуі 
С = А + В  -  А  и  В  =  {т, п, р, к, I, г , s}.
2) А = {і,4,5,б} жэне В = {1,2,4,6} жиындардың бірігуі С = А + В = {і,2,4,5,б}.
А жэне В  жиындардың көбейтіндісі немесе 

циылысуы деп элементтері бір мезгілде А 
жиынында жэне В  жиынында жататын 
С ~ А -В -А Г \В  жиынын айтады, (40-сурет) ягни 
С=А-В=АглВ={х: х е А  жэне х е В }
Аг\Ө=Ө, А г \А  = А, екендігі айқын.

40-сурет
Мысалдар 1) A -  {a,b,c,d} жэне В = {c,d, /}. С = А В  -  А(~\В=  {с, d \

2) А = {1,4,5,6,7}, В  = {1,2,4,6,8}, онда екеуінің көбейтіндісі С=А В = А п В  = {1,4,б}.
А жэне В  жиындардьщ айырымы деп элементтері А  жиынньщ элемент- 

терінен түратын ал бірақ В  жиынындажатпайтын С = А \В  = А - В  жиынын

С -А В = А п В

С=А+В=АиВ
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айтады (41-сурет), яғни C=A\B=A-B=jx: х е А  жэне 
А - В *  В - А  екендігі айқын. Егерде В  с  А 

болса, онда (Л\В)+В= А, жалпы жагдайды
(а \ в )+ в ф а .

Мысал, А = {l,4,5,6,7}, В = {l,2,4,6,8}, онда С = А - В
С = А -  В = {5,7}. 4 j -сурет
Косу жэне көбейту амалдардың кейбір қасиеттері

1. A vjB=Bu A, А г\В = В пА , коммутативті.
2. (АиВ) u C= A u (f iu C j (АгіВ)пВ=Ап(ВпіС), ассоциативті.
3. А Г\(В и  С) ={Лп В) u{  А Г)С\ /4 u (S nC )= (/4k ji? jn (^uC ), дистрибутивті.

3-қасиеттің бірінші бвлімін, яғни көбейтудің қосуға қарагандағы
дистрибутивтгін дәлелдейік. Екі жиынның тең екендігін дәлелдеу ушін 
олардың әрқайсысының екіншісінің ішжиын болатындығын көрсетсек 
жеткілікті. Сонымен А п(в и С )= (А  п В ) и ( А п С )  екендігін дэлелдейміз. Ол 
үшін А п (В и С )с (А п В )и (А п С )  болатындығын көрсетейік. х е А п (В и С )  
болсын. Онда х е А  жэне x e B v jC ,  ягни х е А  жэне х е В  немесе х еС . 
(Анығырақ болу үшін х е В  болсын). Бұдан х е А п В ,  сондыктан 
х  е(А пВ )и(А г\С ), ЯГНИ А п(В иС ) с(А п В )и (А п С ).

Енді (AnB)<^(And)czAn(BuC^ болатындыгын көрсетейік. xe(A nB )^(A nd) 
болсын. Онда хеЛ пВ  немесе хеЛ пС  болады. Аныгырақ болу үшін хеЛглВ 
болсын. Онда х е А  жэне хеВ. Ягни х е А п (В и С ). Олай болса 
(Лпй)и(ЛпС)сЛп(Ви.'С) болатындығы шыгады. Екі жиынның теңдігінің 
анықтамасынан /1п(5иС)=(ЛглВ)и(/іпС) Қалган қасиетгері де осьшай 
дэлелденеді.

§3. Математикалық индукция эдісі. Ньютон биномыныц 
форму ласы. Бернулли теңсіздігі.

Математикалық дэлелдеудің маңызды эдістерінің бірі - математикалық 
индукция эдісі.

Әрбір натурал п үшін л(п) түжырымы айтылган болсын.
Егер
1) А(і) орындалса
2) Әрбір натурал п үшін Л(п) орындалганда Л(п +1) түжырымы орындалса, 

онда кез келген натурал п үшін л(п) тркырымы дұрыс.
Математикалық индукция әдісін пайдаланып Ньютон биномының фор- 

муласын, ягни кез келген п оң бутін саны үшін

(a + b f  = С°а" + С у-'Ъ  + C„V~ V  + ... + С” 'аЬ"] +С"пЪп, (3.1)

„ і  щ и- + 1) ,дұрыстыгын дәлелдеиік. Мүндагы С„ = —------—-----------■, k -0,1,2,...,и теру
k\
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сандары биномдьщ коэффициенттер деп аталады. Теру саныньщ мынандай
қасиеттері бар:
£» _ _= 1; с ‘„ = п, С* = С""1- (з.і) тұжырымды дэлелдеу үшін геру саныньщ  
келесі касиетін пайдаланамыз:

(3-2)

(3 .2) тендігінің дұрыстығын көрсетейік
Г* л .г* +| . и ( и - і ) . . . ( и - ^ + і Х и - ^ ) _ Ч ” - і ) - - ( я - ^  +  і ) (1 , H - f c L
C»+L'’ '  *! + (T+lj И V к+\>

rjn -\) ...{n -k  + \) k+i + n - k  _{n + M n ~ l)v -(n+k)
И к +l (ҒЙ1) "+г

(3.1) тужырьшын Л(п) символымен белгілейін. п = 1 болганда (l) формула 
дұрыс,яғни л(і) айқын: (a + b)' = a + b -C ° a  + C\b, себебі С,0 =C) =1.
Енді Л(л) тұжырымы орындалсын, яғни (3.1) формула дұрыс болсын. Онда 
л(п + 1) тұжырымының орындалатындыгын көрсетейік.

(a + b f "  ~{а  + Ь\а+ЪУ  = {a -t b^Cfnan + C\an 'b + C2aa ' 1bi + ... + Скпа кЪк +

+ Ск*'а~к~'Ък*' +... + C"„-'ab”~' + С Т )=  C>n+l + (c‘ + C° )/fc + (c2 + С' У~’Ь2 +
+ ... + ( С  + С* У кЬм  +... + С У Л = C t  + О " *  + C „\,a"V  + ... +
, у̂ тА+І n-A»A+l . , л й+Ь я+і+ С„+,а Ь + ... + C„+1Z> .
Бұнда С,° = С ,  = с;:: = с ;  = 1 теңдіктері жэне (3.2) формуласы 

пайдальшады. Сонымен Ньютон биномының формуласы (3.1) кез келген и 
үшін дұрыс. Енді математикалық индукция эдісін пайдаланып Б ернулли  
т еңсадігі деп аталатын келесі

(l + fi)">l + nh, п = 0 ,1 ,2 ,... (3.3)

теңсіздікті дәлелдейік, мүндағы A > - 1.
и = 0 және и = 1 үшін (3.3) теңсіздігі орындалады, п - 0, (і+h f  - 1; п=1, 

(і+й)'= 1+А. Енді бүл теңсіздік п=к үшін дүрыс болсын, яғни (і + һ)к > 1  + кһ. 
Осы теңсіздіктің екі жағын 1+/і>0-ге көбейтсек

(l+hf(\+h)>{l+khl\+h)^{\+h)M >\+{к+\)һ+кһ2 > 1+(£+і)/і 
теңсіздіпн аламыз, себебі кһ2 > 0  санын алып тастасақ теңсіздік күшейеді. Олай 
болса (3.3) теңсіздігі п - к + 1 үшін де орындалады. Сондықтан бүл теңсіздік 
барлық VweJV үшін дүрыс.

§4. Нақты сандар жиыны

1. Н егһгі үгымдар. Математикадағы ең алғашқы жэне негізгі үғымдардың 
бірі сан. Натурал сандар жиынын N  = {і,2,3,...} деп, ал бүтін сандар жиынын

Z  = {о,+1,±2,±3,...} деп, ал рационал сандар жиынын j~ j ’ мүндагы
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m ,n e Z ,n *  0, деп белгілейміз. Рационші сандар ақырлы немесе ақырсыз 
периодты ондық бөлшек түрінде жазуға болады.

Мысалы: ^  = 0,666. . = 0,(б), 2 = °’5’ ~ -°Л 2 2 ... = (>,(2)

Ақырсыз периодты емес: ондық бөлшектен тұратын, рационал емес сандарды 
иррационал сандар деп атаймыз.

Мысалы: a/2, -J5, 5--J2, п, т.б.
Рационал жэне иррационал сандар жиьіны бірігіп нацты сандар жиынын 
қүрайды. Нақты сандар жиынын R әрпімен белгілейміз, жэне оларды сандар 
өсінің нүктелері аркылы өрнехтеуге болады. Ух е R нақты санға сандар өсінен 
бір нүкте сәйкес келеді немесе керісінше, сандар өсіндегі кез келген бір нүктеге 
нақга сандар жиынынан бір нақты саны сәйкес келеді. +  о с  және -<ю 
символдарды ақырсыз сандар деп атаймыз да, келесі шарттар орындалады деп 
үйғарамыз:

1. Vx 6 R, онда -  да < х < + о о ,  х + о о  = + о о ,  х  -  о с  = - о о ,  — ~ О,
+  00 — оо

( + о о )  +  ( + с о )  = + о о ,  ( - о о ) + ( - о о )  =  — 00,  ( + о о )  -  ( — о о )  =  + 00.

2 . \/х > 0, онда х-(+со)= +00, д;-(-оо)=- 00, ( - оо)-(+оо) = -оо, (+ос) ■ (+оо) = +ао.
3. Vjc<0, онда х-(+со)=-оо, х - ( -оо) = +00-.

4. (+со)+(-со) жэне — анъщталматндыцгпар деп аталады.
00

2. Нацты сандардыц цасиеттері. Кез келген а жэне Ъ нақты 
сандарывың қосынд-ысы жэне көбейтіндісі деп бір жолмен анықталатьга a + b 
жэне a-b нақты сандарын айтады.

Кез келген а , Ь жэне с нақты сандары үшін келесі қасиеттер орындалады:
1. a + b = b + a (орын ауыстыру заңы)
2. a + {b + c)=(a + b)+c (терімділікзаңы)
3. a b = Ъ-а (орын ауыстыру заңы)
4. (a b) c = a (b-c) (терімділікзаңы)
5. (a + b)-c = a-c + b-c (үлестірімділікзаңы)
6. Әрбір нақты а саны үшін а + 0 = а теңдігі орындалатындай бір ғана 

О(нөл) нақты саны бар.
7. Әрбір нақты а саны үшін а + (- а) = 0 теңдігі орындалатындай бір ғана 

(-  а) нақты саны бар. -  а саны а санына қарама-қарсы сан деп аталады.
8 . Әрбір нақты а саны үшін а ■ 1 = а теңдігі орындалатындай бір ғана 1 

нақты саны бар.
9. Әрбір а ф 0 накты саны үшін а-а"' - 1  теңдігі орындалатындай бір 

ғана а~' саны бар. а~х саны а санына кері сан деп аталады жэне ол ^

символымен белгіленеді.
10. Va. b е R үшін мына үш қатынастың біреуі орындалады: а > Ъ 

немесе а<Ъ немесе а = Ъ. (а  саны b санынан үлкен), (а  саны b санынан 
кіші), (а  саны b санына тең).
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11. R жиыны тығыз жиын, яғни кез келген әртүрлі а жэне Ъ сан-
дардың арасында ақырсыз нақты сандар жиыны жатыр. Ол сандар мына 
теңсіздікті қанағантгандырады а<х<Ь. Сонымен, егер а <b болса, онда сол

12. R жиыны үзіліссіз. R жиыны А жэне В  бос емес класқа бөлінсін. 
Әрбір нақты сан тек осы екі жиынның біреуінде ғана жатсын және әрбір екі сан 
үшін а е  А жэне Ъ е В a< b  теңсіздігі оындалсын.

Онда тек қанабір с саны табылып, a < c< b  теңсіздігін қанагатгандырады 
(үзіліесіздіктің қасиеті). Бүл сан А жиынын В жиынынан ажыратады. с саны 
А жиынның ең үлкен саны(онда В -да ең кіші сан жоқ), немесе ол В 
жиынның ең кіші саны (онда А жиынның ең үлкен саны жоқ).

Е С К Е Р  Т У . Рационал сандар үшін бұл қасиеторындалмайды.

3. Н ацты сандардың абсолют шамасы. Нақты х  санының абсолют 
немесе модулі деп мына теадікті қанағаттандыратын теріс емес нақты санды 
айтады:

Абсолюттік шаманыц кейбір ңасиеттері
1. Екі нақты санның қосындысының абсолют шамасы осы сандардың абсолют 

шамаларының қосындысынан үлкен емес, яғни

формула дәлелденді.
2. Екі санның айырымының абсолют шамасы осы сандардың абсолют шама- 

ларының айырымынын абсолют шамасынан кіші емес, яғни

х, егер х > 0;
-  х, егер х < 0.

(4.1)

Мысалы: |2| = 2; | - 2| = 2; ]-5| = 5; |0| = 0.
Осы анықтамадан, Ух үшін мына қатнастың дүрыстығы шығады : 

х  < \х\, яғни Vx е R : |х( > х. (4.2)

[х| < s  теңсіздіп мына екі теңсіздікке эквиваленттк
-  S < X < Е.

Осыдан \х -  у\ < е теңсіздігі мына теңсіздікке эквивалента

-  е < х - у  <е, у - е < х < у  + Е. (4.4)

(4-3)

\х + у\<\х\ + \у\. (4.5)

Дәлелдеуі: (4.2) теңсіздіктен -  |х| < х < |х|, - \у \< у <  j_y|.

Бұларды мүшелеп қоссақ -(jx| + |у|)< х + у < jxj + jyj. jx + у) < jxj + jjj. - (4.5)

(4.6)
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Дглелдеуі: Vx, у  е R үщін х -  у+ { х -у ) .  Онда (4.5) бойынша

\х \<\у\ + \х -у \ . => И - М < ( х - у |.  (4.7)

Тура осылай у  -  (у -  х)+ х. Онда (4.5) бойынша

|y |< j> --x J+ |x | = {jc-yj + ]xj=> (|х |-|> ’|)> ~ |х -> 4  (4.8)

(4.7) мен (4.8) біріктіріп мына теңсіздіктерді аламыз — |js:— < jjcj — j>| < (дс—jhJ => 

jjxj - 1 vjj < jx -  y\ (4.6) формула дәлелденді.

3. Ух, у  e R сандары үшін \xy\ = jxj - \y\, -  = щ , (j> * O).

§5. Сан аралы қтары . Ш енелген жиындар.

Сандар жиыны математикалық анализде кеңінен қолданылады.
a < Ь теңсіздігін қанағаттандыратын а жэне b сандары берілсін.

1) а< х< Ъ  теңсіздігін қанағатгандыратын х сандар жиыны кесінді немесе 
сегмент деп аталады да [a,b] деп белгленеді. Сонымен [а,б] = {х: а<х<Ь} - 
кесінді (немесе сегмент).

2) а< х< Ь  теңсіздігін қанағаттандыратын х сандар жиьгаы интервал немесе 
ашық аралық деп аталады да (а,Ь) деп белгіленеді немесе \г,Ь[. Сонымен 
(а,Ь)= {х: а< х< Ь] - интервал.

3) а< х< Ъ  жэне а< х< Ь  теңсіздігін қанағаттандыратын х сандар жиьшын 
жартылай ашык интервал немесе жартылай ашық кесінді деп аталады да, 
[а,Ь) жэне [a,b] немесе \а,Ь) жэне ]я,б] деп белгіленеді.

4) Келесі сандар жиыны акырсыз интервал жэне жартылай акырсыз 
сегменттер немесе интервалдар деп аталады:
а) (— оо,-ню), б) (- со,а] в) (-оо,а), г) (а,-н=о), д) [в,+оо).
Бұлардың біріншісі барлық нақты сандар жиыны, ягни Д = (-оо,+оо) ал 

қалғандары б) х < а в) х < а г) х > а д) х > а.
Егерде а жэне Ъ сандары шенелген сандар болса, онда Ь -а  саны 

кесіндінің [а,Ь\ немесе интервалдьщ (а,Ь) немесе жартылай интервалдардьщ 
\a,b), (a,b\ узындыгы деп аталады.

х0 нукте ішінде жататын а < х й <Ь кез келген (а,Ь) интервалын “ х0 

нүктенің маңайы” деп аталады. Мысалы, {х0-8, x0+S) интервалы (S>0) “х0 

нүктенің 8 - маңайы” х0 нүктенің маңайын кейде былай белгілейміз 
(7(х0)=> (х0 -8 , х0 +<5)<»{х е R :jx~x0j< <У}.

Егер х0 нүктенің 8 маңайына, нүктенің өзі кірмейтін болса, онда ол х0

нүктенің ойылған 8  маңайы деп аталады да f/(x0) символымен белгіленеді.
Бізге X  = (*} сандар жиыны берілсін X  с  R.
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Аныцтама I. Егер ' і х е Х  үшін х < М  (х>т) теңсіздігі орындалатын 
\{(т) нақты саны табылса, онда X  жиыны жогарыдан (төменнен) шенелген 
деп, ал М  немесе т сандары X  жиынның жогары немесе төменгі шекаралары 
деп аталады.

Кванторлар арқылы X  жиынның жогарыдан шенелген былай жазылады:
(3М  е R) (V xeX ): х< М  

Енді осыған қарама-қарсы тұжырымы құру ережесін қолдансақ
(VAf 6 R) (Зх e X ):  х > М  

X  жиыны жогарыдан шенелмеген деген тұжырым шығады.
X  жиыны төменнен шенелген <=> (3т е R) (Vxe X ):  ::>т  
X  жиыны төменяен шенелмеген о  (Vm e R) (Эх e X ) x < m.

Аны қт ама 2. Егер X  жиыны жогарыдан да, теменнен де шенелген болса, 
онда X  -ті шенелген жиын деп атайды.
Кванторлар арқылы бцл анықтаманы былай жазуға болады:
XczR жиыны шенелген «  (ЭМ ,т )(Vxе Х ): т < х< М ,
X c R  жиыны шенелген о  (3М  > 0) (Vx е  X ) : jx| < М,
XczR жиыны шенелмеген «> (VM > 0) ( \ /х е Х ) \  |xj > М.

§6. Супремум мен инфимум

Егер Ъ саны X  жиынын жогарыдан шектесе, онда кез келген b санынан 
улкен сандарда осы жиынньщ жогаргы шекарасы болады.

Анықт ама 3. X  жиынының ең кіші жоғаргы шекарасы супремум  деп 
аталады да, sup Л' таңбалыгымен белгіленеді.
(Supremum (латын тілінде) - ең үлкені деген сөз).

Сонымен М  саны X  жиынының супремумы болу үшін келесі екі шарт 
орындалуы қажет:

1. Vjcg X , х< М .
2, М  саны X  жиынының жогаргы шекараларының ең кішісі ягни

(Ve>0X3xeJir): М -е< х< М .
Эрине, X  жиынның ең үлкен элементі бар болса, онда ол X  -тің супремумы 
болады.

Егер а саны X  жиынын теменнен шектесе, онда кез келген а  санынан 
кіші сандар да осы жиынның төменгі шекарасы болады.

Анықт ама 4. X  жиыныньщ ең үлкен төменгі шекарасы инфимум деп 
аталады да, inf X  символымен белгіленеді.
(Infimum  (латын тілінде) - ең төменгі деген сөз).
Сонымен, т саны X  жиынының инфимумы болу үшін келесі екі шартгьщ 
орындалуы қажет:

1. V xeX , х> т .
2. (Vs  > ОХЗх е X ) :  т < х< т  + s.

Эрине, X  жиыныньщ ең кіші элементі бар болса, онда ол X  -тің инфимумы 
болады.
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Жогаргы (төменгі) шекара туралы аксиома. Әрбір жогарыдан 
(теменнен) шенелген жиынньщ супремумы (инфимумы)бар болады.
Жогарыдан шенелмеген жиынньщ супремумы + оо,ал -®  теменнен шенелмеген 
жиынньщ инфимумы.

Мысалдар: 1. X  =

min X  = = inf X, supX  = 1 бірақ max Л' жоқ.

2. Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, supZ = +oo, infZ=-co.
3. Af = {1,2,3,...}, supiV = +oo, infiV = miniV = l.
4. X  = {a,b) интервалдың supZ = b. in fX  = a, maxX жэне min X  жоқ.
5. X  = [a,b\ кесіндінің supX = maxX  = b, infX  = minX  = a.
6. X  = (a. b\ жартылай интервалдың inf X  = я, sup A' = maxX = b, min X  жоқ.

§7. Ш ектер теорнясы

1. Тізбектің шегі туралы ұгым.
Анықтама. Егер әрбір натурал санға п = 1,2,... қандайда бір заңдылықпен 

х„ нақты саны сәйкес қойылса, онда х1,х2,...,х„,... сандар тізбегі аныкталган 
дейді де былай белгіленеді

К } = { хі>х2 > - - - , (7.1)

мұндагы әрбір хп саны (7.1) тізбектің элементі немесе мүшесі деп аталады. 
Тізбекке мысалдар:

1 М - Н - { і
2-

3. {-1,2 -3 ,4 ,...} =
4. {2 ,5 ,10 ,...}=  {п1 + і}

Ш ектіц бірінші анықтамасы. А санын {*„} тізбектің немесе хп 
айнымалының шегі деп атайды, егерде әрбір е > 0 оң санына п„ = пй (е) натурал 
саны табыльш, мына теңсіздік

\хя -а \< е  (7.2)

барлық п> п0 натурал саны үшін орындалса. Бұл (7.2) теңсіздікті былай да 
жазугаболады: limхп = а немесе хп —> а ,  л — ►  оо.n-»0О

Бұл анықтама қысқаша былай жаэылады:

lim хп =а  <=> (Ve > 0)(3 n0(s)e N\Vn > и0): Jjc„-а\ < s  (7.3)

Шегі бар тізбек жинацты, ал керісінше шегі жоқ тізбек жинацсыз деп аталады.
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Е  С К  Е  Р  Т  У, Егер х = а, \ /п е  N  болса, онда lim х = lim а = а.
П—> со И—>ас

Егерде lim х п = а болса, онда lim хп+] = а болады жэне керісінше.

Ш ект щ  екінші аньщтамасы. а санын {*„} тізбектің шегі дейді, егер осы 
нүктенің кез келген маңайында тізбектің барлық мүшелері (нүктелері) жатса, 
тек санаулы мүшелерінен бас-қа.

Мысалы. {(-1)"+1 }= {і,—1,1,—1,...} тізбектің шегі жок. а саны осы тізбектің

шегі болсын делік, онда анықтама бойынша интервалда тізбектін

барлық мүшелері жатуы қажет. Бірак бүл интервалда тек санаулы ғана мүшелер 
жатады. Себебі 2 > і .

2. Ж инақты тізбектің қасиеттері

1-теорема. Егер {хл} тізбектің (немесе х„ айнымалының) шегі болса, ол 
тек біреу ғана.

Дәлелдеуі. Кері түжырым жасайық. Тізбектің екі шегі болсын делік а 
жэне Ь. Осы екі нүктенің әрқайсысын (c ,d ) жэне ( е , / )  интервалдарымен 
қоршайық (42-сурет ). Бүл екі интервал бір-бірімен қиылыспайтындай өте 
қысқа болсын.

Мысалы, хп -+а, болгандық- f  I f
тан екінші анықтама бойынша (с, d) ' ' 1 ’ 1
интервалда тізбектің санаулы мүше- 42-сурет
лерінен басқа барлық мүшелері жатуға тиіс. Олай болса (е ,/)  интервалында 
тізбектің ақырсыз мүшелері болуы мүмкін емес. Олай болса х„ -*Ь, п^юо 
болуы мүмкін емес. Сонымен біз қайшылыққа келдік. Олай болса жинақтал-ған 
тізбектің тек бір ғана шегі болады.

2-теорема. Егер {х„} тізбегі жинақты болса, онда ол шенелген.
Дәлелдеуі. 1ітд-в = а  болсын. £ = 1 деп алып, мына төмендегі теңсіздіктіи—

қанағаттыратын п0 =п0(і) санын табайық:
1>|xn-d p \fn>i\.

1>|хл -a |> jx nj-|o{ => \xn\< 1+|<з|, \frt>n0.

1 + jaj, x , , x2,..., хщ сандардың ең үлкенін М  деп белгілейік. Онда

\хп\<М , V n eN .
теорема дәлелденді.

Е  С  К  Е  Р  Т  У. Тізбектің шенелуі тізбектің жинақты болуының қажетті 
шарты, бірақ ол жеткілікті емес.
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Мысал. {+ l .-I.+ l,..Бұл тІзбек шенеяген, бірак жинакты емее.

3-теорема. Егер тһбектін (немесе у„ айнымалынын) шегі болса, 
онда я,, натурал саиы табылып, мы на тенсіздік орындалады

j.r „ j > Ып > п. I (7.4)

Егер a >0  болса, онда

(7.5)

ал егерде я <0 болса, онда

х„ < ~ . (V« > <г,) (7.6)

Сонымен белгілі бір иөмірден бастап тізбектің х„ мүшедері а санының 
таңбасыи сақтайды.

іяі
Дзяеддеуі, lim .>;в =« болсын, онда г. > ..*■ үшін, 3«., мына тенеізджп

канағат-тандыратын

> |й -  jrB| S |e j-  j (Уй> я0)=* (7,7)

|xe) > jaj -  —■ ~ Сонымен (7.4) дэделдеяді. (7.7) тенсіздіктің сол жагын
л» —

былай жазута бояаДы

И  > (j -  д- j  => я -  —1 < х„ < а + ~  (Vh>»„) (7.8)

Егер а>0 болса, онда (7.8) теңсіздіктін сол жаш нан х „> а -~ ± =  а - ~Н 5
2

ягни л-„ > ~  (Уя>ц.,). Егер а<0 болса, онда (7.8) тенсіэдіктің оң жағынаи

х „  < а + — = ягни х „  < — Ып>пЛ.
2  2 2 '  2

Теореманын (7.4), (7.5), (7.6) трсырымдары дәлелденді.

4-теорема. Егер .г. -» а, у„ -*Ь жэне VnsA ' болса, онда а<к
Дэпелдеуі. Дәлелдеу үшін кері трсырым жасайык. а>Ь болсын дел!к. 

а -Ь
с а ——  деп алып, оган темеидеп тенсгдактерді қанағатандыратьш мынандай

сэпкес и, жэне tu сандары табылады:
а —е < :хг. ( У я > я Д  у,. <Ъ + е  (V w > «r,)

Себебі л-<; а жэне у, -*Ь. Егер я„ = гаах(и,.нг] болса, онда

уя <Ь+ е~Ь+ ~^ =?-—■ =а-е<х„ (Ул > пь\  ягни. х,, >Л деген карама-қайшыяыкка 

кеддік. Шарт бойынша л; <у!:. Сондыкгая а <> Ь.
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Стдар, Егер {.vj тізбектің эдементтері \a.b\ кесіндінің ішінде жатса 
(V.v„ € ондаоньің шегі де осы кесіндіде жатады.

,/Ълеядеуі. Шынында да а < х < b болгандықтан. егер limx„ = c болса, онда
4-теорема бойынша а < с < Ь.

Е С  K E P T  У  Егер х„ е («, Ь), У« е  N,  iimx„ = с е [a.b]

5-теорема. Егер {х„] жэне (уя} тізбектердін шегі бірдей болса, мысалы а 
болса жэне х„ < г„ < v,. (v« е ,V) болса, онда } тізбектің де шегі а болады.

Дэяеядеуі. {*„} жэне {г,,} тізбектердің шел а болгандыктаи, кез келген 
s > 0 санына », жэне пг табылып мына теңсіздіктер орындадады: 
а -  е < х„ (н > п,), v,_ < а + s  (и > п,). Осыдан и„ = шах {и,.»,} үшін 
a-s< x„ < z„  йу„ <а + е, (¥я>и„). Яғни Ь,,-«[<;£ (уи>пв\  Осыдан гя ->я, 
егерде и-»-ж. Теорема дәлелденді.

6-теорема. Егер х„ ->а, , онда )дгя| —И4
Дәлелдеуі. Бүл теореманын дәлелдеуі мына теңеіздіктен шыгады 

||х„ I -  |a | £ |.v„ -  л| < £. => ||хя!-|а|{ < £. ■=> |хй| ] д ] ,  егер и -»  ас.

Е С К  Е  Р  Т  У. 4-ші жэне 5-ші теоремалар тенсіздіктен шекке квшуге 
болатынды көреетеді.

3. Ж ипақпіы тһбеюперге цолдітылатын щ т ф м ет им иы к амалдар

6-теорема. Егер {х,,} жэне {>'„} тізбектері жинакты болса, яғни х,: -*а  
жэне у„-*һ  болса, онда

Нт(л',. ± уя) = Hmxn ± limj,. =а + Ь (7.9)
1іт(х„>'„) = іітхл limv, = ah (7. 10)

lim-— = = —. егерде y„ * O.Vwe N C7.ll)
v„ limj’,, b

Дзлелдеуі. (7.9) теңдІкті дәяелдейік. x„ -*a  жэне y„ -+b болсын. e> 0  
санына темендегі тецсіздіктерді канагаттандыратын я,, натурал санын табуга
болады.

f
6*Онда |{х ± v,, ) - (а ±  й)| < |дгв -  а! + jу п -  Ь\ < ~  + -■ = s. Сонымен (7.9) дәлелденді.

Екінші теңдікті (7.10) дэлелдейік.
-Щ  = К у„ -« Қ  + т , -Щ <\х„уг, -онл +\ауп -Щ  = \ ) ф п у И ~Ц (7.12)
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уп -^Ъ  болғандықтан, {>’„} тізбегі шенелген, олай болса

ЗМ >0, \уп\< м  (V n e N )  (7.13)

\а \< М  (7.14)

s > 0 санына төмендегі теңсіздіктерді қанағаттандыратын п0 натурал санын 
табуға болады

(7Л5)

(7 .12)-(7.15) теңсіздіктерден мынау шығады
I , I Ms Ms Е в\ x v m -ab\< -----+ ----- = -  + — = £.
1 " 1 2М 2М 2 2

(7.10) формула дэлелденді.
Үшінші теңцікті (?.1і) дәлелдейік. д\. —> a, угі —> a (b* о) болсын.

хп а х„Ь~ауп\ \х„Ь
Уп ъ ьу„ j %| \ЪУ,\ \Ь\Уп\
_ V „ ~ a \ У  \yn~b\

П  + Ш"П—Г ' ( Ү и>ис) (7-16)
Ш  pi W

З-теореманы қолданып, мына теңсіздікті аламыз

\у. | > f  (Vh > и,) (7.17)

£■>0 саны үшін төмендегі теңсіздіктерді қанағатгандыратын п2 жэне щ сан­
дары табылады

\х« ~ а\ <~~> (Vn>nг) (7.18)

k  - 6] c ^ v L  (\/и >n3) (7.19)
4\a\

(7.16)-(7.19) теңсіздіктерден

У„ b
<- 

4-1-
£Й_ + £Й___ Ы _  = £: + £ і_ е (\/п > п Л

'і| 4а| ш Щ 2 2 ’
2 1*1 2 

мұндағы и0 = max (л,, и2, я3)
Сонымен (7.11) тевдікті дәлелдедік.

Салдар. Erep хп =с = const (Vw) болса, онда 
Iim(cy„) = с lim уп = cb.
и-» -®  и - * ®

1-мысал. {*„} тізбектің хп = I + q + q 1 + ... + q", \q\ < 1, lim i, = 7~~~
n-wo 1 C[

дэлелдеу керек.
{x„} тізбекгің мүшесі геометриялық прогрессия қосындысы болғандықтан
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1 - q '  1
X, = ----—  — -  -

1 - q  1 - q  1 - q

lim x„ = 1ІЩ , 1---- ^— = lim . '-------lim . ^— = . *------r  - lim q -  , - - ,  себебі
\ l - q  l - д  J »-»"l- q  1 - ?  1 -q  1-?»->«’ l - g

lim q" = 0.n-*°о
Олай болса шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның қосындысы 

1----- тең, яғни
\ - q

1 + 9 + ^ + ... + ̂ + ... = j r y = _L_ (7.20)
l - q

I
2-мысал. lim л/а = lima" = 1 (v a > 0) дәлелдейік.Ti—¥oO rt-*X>

Ш ешімі: a > 1 болсын, онда л/a = 1 + хп дейік х„ > 0.

Бернулли теңсіздігін (l + һ)п > \ + пһ, п = 0,1,2,... (һ > - і )  пайдаланып,

a  = (l + jc„)” >1 + пхп => хп < ——-.
п

Олай болса

о < , . £ 2 ^ 1 .
П

5-теореманы пайдаланып

0 < l i m S l i m - —-.=> 0 < І і т ^  < 0 . => 1ітх„ = 0.
Ү І  П -*1»  П—Юо

Олай болса Іітл/a = 1іт(і + ) = 1 + Ііт  х„ = 1, а>1 .
В— >4» П— >«D Л-»00

Егерде a < 1 болса, онда — > 1.
а

lim >Ia = lini -L - = — = j  - 1. Сонымен кез келген а > 0 үшін Нт = 1.
»/— lim?/—уа \а

3-мысал: lim л/я = 1 екендігін дэлелдейік.п~*0о
Шешімі: л/й = 1 + х„, х„ > 0 деп алайық.

Ньютон биномыньщ формуласын пайдаланьш мынаны аламыз

п = (і + хл)л = 1 + и хп + — x l + ... + х п => п > — — х 2п, себебі эрбір

( п - 1) Г~2 / 2
мүше оң сан. Сонымен 15:--------х„ => х„ < л ----- - ,  0 < х„ < J -----

2 V я -  1 V и - 1

Г~2
Осы теңсіздіктерден шекке көшіп 0 < lim х„ < lim ^ ---- - => lim х„ = 0 .

І
Сонымен Іітт/п = lim(l + x„)=l + limxn =1. 1ітл/й = Ііти* =1.

П~*аЗ П-*-оО П—*<В П->  ао П-**>
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Аныцтама I. а п айнымалыны ақырсыз кішкене шама дейміз, егерде оның 
шегі нөл болса. Бұл анықтаманы басқаша бьшай да айтуға болады, а п 
айнымалыны ақырсыз кішкене шама дейміз, егерде кез келген е>  0 санына «0 

натурал саны табылып мына теңсіздік орындалса \ап\ <е (\/и > л0) Сонымен 

lim a„ = 0  <=> (Vs > ОХЗ« 0 е N)(Vn > па): \ а \< е .
л-»®

хп айналымының шегі а болу үшін хп=а+а„ болуы қажетті жэне жеткілікті, 
мүндагы ап ақырсыз кішкене шама.

Амықтама 2. Р„ айнымалыны ақырсыз үлкен шама деп аталады, егерде 
(УМ > 0)(3и0 е N)(y/n > щ ): \Р„\>М.

Онда lim Рп = да, немесе /? —> °о п —> 00.»-*во п

Ацырсыз кішкене жэне ацырсыз улкен шамалардың негізгі цасиеттері

1-цасиет. Егер хп шенелген, ал у„ ақьгрсыз үлкен шамалар болса, онда

------> 0, п -> оо.
Уг,
2-қасиет. Егер хп -нің абсолют шамасы төменнен он санымен шенелген болса,

ал у я нөл емес ақырсыз кшпсене шама оолса, онда —  ->
У„

3-цасиепи Егер х„ -> 0 ал, \уп\ < М , V« е  7V, онда йтхпуп = 0 .

4-қасиет. Егер limxn = limy,, = 0 (уп &0, \fneN), онда —  өрнек j-J  түріндегі
Уп \0/

анықталмаған ернек болады, ал х уп" өрнек (о0) түріндегі анықталмаған ернек 
болады.

5-ңасиет. Егер х„ -> оо, у п -> оо, онда —  ернек [ - 1 түріндегі анықталмаган
Уп W

өрнек болады, ал х „ -у п ернек (да-со) туріндегі анықталмаған өрнек болады.
6-Kflcuenu Егер хп ->0, у п -><», онда х„у„ өрнегі (О се) түріндегі анықталмаған 
өрнек, ал у х„" ернек (да0) түрін анықталмаған өрнек болады.

7-қасиет. Егер х„-»оо, y n -> 1 онда y x„" өрнегі (l") түріндегі анықталмаған 
өрнек болады.

Сонымен —, О-», оо-со, со°, 0°, Г  түріндегі жеті анықталмаган
О оо

өрнектерді алдық.

4. Ақырсыз кішкене және ақырсыз үлкен шамалар
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5. Бірсарынды тізбектер

{х„} тізбегін кемімейтін тізбек деп атайды, егер хп < xnti, N n  е  N), болса, 
өспейтін тізбек дейді, егер хп > х,н|, (Уи е N), болса.

Егер х„ < х„+1 (v« е N), болса, онда тізбекті өспелі дейді, ал хп > хв+1 

(Vn е  N \  болса, онда оны кемімелі тізбек дейді. Бұл тізбектердің әрқайсысы 
бірсарынды деп аталады.

Мысалдар: 1. І 1,1, —, — .Д- ... өспгйтінтізбек.
[ 2 2 3 3 п п J

2 . J 1, —, — 1 кемімелі тізбек.
1 2  3 п J

3. { о , 1 , 0 , 1 , . . .  } ш енелгенбірсарындыеместізбек.
4. { і,2 ,,3 ,... } шенелмегенөспелітізбек.

Теорема. (Бірсарынды тізбектің жинақтылығының критеряі).
{хп} бірсарынды тізбек жинақты болу үшін, оның шенелген болуы қажетті 

және жеткілікті. Сонымен бірге {х„} шенелген бірсарынды өспелі (кемімелі) 
тізбек болса

limx„ = sup{xj (limx„ =inf{x„})
Қажеттілігі. Тізбектің 2-ші қасиеті бойынша барлық жинақталған тізбек 

шенелген, олай болса берілген тізбекте шенелген.
Жеткіліктілігі. {xj тізбегі бірсарынды өспелі шенелген жэне j4 = sup{xJ 

болсын. Супремумның анықтамасы бойынша ( Үг> ) :  Л -е < х щ<А 
болады. Тізбек бірсарынды өспелі болғандықтан А -  е  < < х„о+1 < х„о+2 <... < А 
орындалады.

Бұдан Vn > пй үшін |х„ -А \< е  болады. Бұл деген тізбектің шегі бар және ол 
супремумге тең дегенмен эквивалентгі, яғни

lim х п = A -  sup{ х„}.
Осымен теорема дәлелденді.
Әрбір жинақты тізбек шенелген, бірақ кері тұжырым дұрыс емес. Шенелген 
тізбек жинақсыз болуы мүмкін.

Мысапы. {х„}= {—1,1,-1,1,...} ш енелгентізбекбірақжинақталмаған.

Больцано-Вейерштрасс теоремасы. Кез келген шенелген тізбектен 
жинақты тізбекше бөліп алуға болады, ал кез келген шенелмеген тізбектен 
ш ектер і+оо нем есе -оо  теңтізбекшелер бөліпалуға болады.
(Дәлелдемейміз).
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6. е саны

K J ...H J - - )  ( 7 - 2 i )

тізбегін қарастырайық.
Осы тізбектің өспелі және жоғарыдан шенелгендігін көрсетейік. Ньютон 
биномының формуласын пайдаланып

=1+14 ( 1- і Н И Н ) +- -+ і Н Н І 4 - лі г ) <7-22)
( 1 УОсыдан = 11 + — I >1 + 1 = 2, себебі альш тастаған қалған мүшелер оң сандар.

1 1  1 , , 1 1 1 , Л 1 1 1 1---+ — +... + —< 1+ 1+—+ — + ...+ ----г <1 + 1 + — + —  + ... +--- г + ----
2! 3! п\ 2 2* 2 I 2 22 2”~' 2”

= 1+——- = 1 + 2 = 3. 
1_ І

2
себебі п\> 2" ' және шексіз көп мүшелер қостық. Сонымен 2 < х п < 3.
Енді \ x j  тізбектің өспелі екендігін көрсетейік. (7.22) формула бойынша

1 p a )(л + ІД  И + іА  п + 1)  V п + 1 

(7.22) жэне (7.23) формулаларды салыстырып хп <хп(, (Уп е N) ехендігін көреміз. 
Себебі (7.23)-гы әрбір қосылғыш (7.22) формуладағы сәйкес әрбір 
қосылгыштан улкен және (7.23) формуланың оң бір қосылғышы артық. 
Бірсарынды тізбектің жинақшлыгының критериінен (7.21) тізбектің шегі бар, 
ол е санына тең, яғни

1іп /і  + —1 = е * 2 ,71828... 
п )

Е  С К  Е  Р  Т  У. е саны логарифмнің негізі болса, онда ол логарифмді 
натурал логарифмі деп атайды да былай белгілейді

logex = lnx.

7. Тізбектердің жоғарғы  және төменгі шектері

Аныцтама 1. М  санын {х„} тізбектің (немесе хп айнымалының) жоғарғы 
шегі дейміз, егерде мына екі шарт орындалса:
1) {х„} тізбектің шегі М  болатын \хПк} жинақты тізбекшесі бар болсын, яғни 

lim х„ = М.і-м» "*



2) {х„} тізбектің әрбір }жинақты тізбекшелерінің шегі М  -нен артпасын, 
яғни

lira х„ < М  (v|x„ } с  {х„}\. Ііш хп < М.!~>ао ‘ \ \ '

{х„} тізбектің жоғарғы шектерін мына символдармен белгілейміз:

М  = lim хп = lim sup х„.
f l — »аа п — ►< *

Егер тізбек жогарыдан шенелмеген болса, онда Iimx„=+oo.

Мысалдар 1, {l,l,2,2,3,3,1,1,2,2,3,3,..,} 1ітхл =3.

2 . j(-l)"}=  { - lim xn = 1 .

Аньщ т ама 2. т санын тізбектің төменгі шегі дейміз, егер де мына екі 
шарт орындалса:
1) {х„} тізбектің шегі т болатын {x„t } жинақталған тізбекшесі бар болсын, 

яғни lim х -т .

2) {х„} тізбектің әрбір {x„J жинақты тізбекшелердің шегі /и-нен кем 

болмасын, яғии lim х  > т.

{х„} тізбектің төменгі шегін мына символдармен белгілейміз 
т = Іігох, =; lim х„ -  liminf хп.

П— *оО И—>02

Мысалдар 1, {1,1,2,2,3,3,1,1,2,2,3,3,...} limx. = 1.
2 . {(-!)” }= { - 1,1, - 1,1,...,}  тізбектід limxn = - 1.

әрқашанда limx„ < limx„ (7.24)

Теорема: {x„} тізбектің шегінің бар болуы үшін, limx„ = limx, болуы 

қажетгі жэне жеткілікті онда 1ішхл = limxn = limx,.
(Дәлелдемейміз).

E C K E Р Т У .  Егерде limx„ = -<» болса, онда (7.24) бойынша 1ішхл = 
және жоғардағы теорема бойынша limx„=-oo.

Егерде lirox, = +оо болса, онда limx„ = +оо жэне lim хп = +оо.

8 . Тізбеісгің ж и нақты лы ғы н ы ң Кош а критерий!

(х„} тізбек жинақты болуы үшін оның Коши шартын қанағаттандыруы 
қажетті жэне жеткілікті, яғни Vg- > 0, Зщ = n0(s) мынандай

К , Ут,п>щ. (7.25)

(7.25) теңсіздікті Коши шарты деп атайды.
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Қажеттілігі. {%„} тізбегі жинақты болсын. Онда (7.25) теңсіздіктің 
орындалатындығын дәлелдейік. lim хп = а болғандықтан

(Ve > 0^3n0(e )s  N)(Vn > па): \хл - а \< ^ .  (7.26)

n> n0 сандарымен қатар бұл теңсіздік т > п0 үшін де орындалады, яғни

(Vs>0X3no(^)eJVXVw>«0): |xm- a j< - |.  (7.27)

Онда (7.26) және (7.27) теңсіздіктері пайдаланып
\ к - хп\ = \хп - а + а - х т\<\х„-а\ + \хт-а \< £  + £  = £,

ягни \хп - х т | < е, Ут,п> п0.

Жеткіліктілігі. Егер \х„} тізбегі Коши шартын қанагаттандырса, онда 
оның шегінің бар екендігін дәлелдеу керек. Шыньшда да е = 1 деп алып Коши 
шартын қанагаттандыратын и0 = п,0(\) санын таңдап аламыз, яғни 

\х» - хт{<Ъ Vm ,n>n0 =>l>\x„ - x m|> [x„|-|xm[

немесе l + |xm|>|x„|, Vm,n>n0. (7.28)

m > n0 нөмірді айқындап алып жэне М  = max |l + \хт |, jx, |,..., |х„о [} белгілейік.
Онда (7.28) теңсіздік бойынша

V n eN .
Бұл теңсіздік тізбегінің шенелгендігін көрсетеді.

Больцано-Вейерштрасс теоремасы бойынша шенелген {х„} тізбегінен шегі 
а санына тең ) тізбекше бөліп алуга болады, яғни

1і т х Пі= а , (7.29)

Бұл жағдайда, тек бұл тізбекшенің емес негізгі {хл} тізбектің де шегі а 
болатындышн көрсетейік, яғни 1іт х и = а.

СО

Коши шарты бойынша

(\/е>вХЗп0 e N \V m ,n > n 0): |х„- x m| < - |. (7.30)

(7.29)теңдіктен Зп0, Vnk >n0 болғанда

(7-31)

Сонымен \xn -d \ = \xn - x nk + x„t -  a\ < |x„ -  xn> [■+ |xnj + |  = Vn > n 0.

Бұл теңсіздікте (7.30) жэне (7.31) теңсіздіктерді пайдаландық жэне m ~ n k деп 
алдық, яғни

\хп-а \< е , Vn > п0 => lim х = a, V« > ru
B->o0

Сонымен жеткіліктілігі де дәлелденді.
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§8. Бір айнымалы функциялар

1. Ф ункция ұғы м ы . х элементтерінен тұратын X  жиыны жэне у  
элементтерінен тұратын Ү  жиыны берілсін. X  жиьганың әрбір элементіне Ү 
жиының бір немесе бірнеше элементін сәйкес қоятын ереже функция деп 
аталады да у  = f ( x )  түрінде жазылады. х  функцияньщ аргументі немесе 
тәуелсіз айнымалы деп, ал у  -  тәуелді айнымалы деп аталады. X  жиыны 
функцияньщ анықталу облысы, ал Ү жиыны функцияньщ мәндерінің жиыны 
деп аталады.

Функциялар әртүрлі тәсілдер арқьшы берілуі мүмкін, енді сол берілу 
тәсілдерін қарастырайық.

I. Ф ункцияны ң аналитикальщ т эсілмен берілуі. Бұл жағдайда функция 
формула арқылы беріледі.
Оған мысалдар:

2

1) У = УІ 1 - х 2, 2) 7  = lg(l+jc), 3) у = х2 - 4 х  + 5, 4) у = ~ ~ ,  5) .у = arcsinx.

х-тің нақты мәніне у  -тің нақты мәні сәйкес келетін функциялар 
қарастырылады. Жоғарыдағы функциялардьщ анықталу облысы мынандай:
1) [ - 1Д]<=> кесінді
2) х > — 1 <=> х  е ( -  1;+°о)
3) Барлық нақты сандар жиыны, яғни х  е  R .
4) х = 1 нүктесінен басқа, барлық нақты сандар жиыны.
5) [-1,1] кесінді.

II. Ф ункцияньщ  графиктік т эсілмен берілуі. y = f(x )  функция [a,b\ 
кесіндіде график түрде берілсе, онда \a ,b \ кесіндідегі 
кез келген х  нүктеге функцияньщ сәйкес мэні берілуі 
қажет (43-сурет). Сонымен y= f{x) функцияньщ гра- 
фигі деп Г' = \(х, j )  е Л2 [ х £ [a, b \y = /(х)} жиынын айта­
ды. Мұндағы R 2 жазықтықтаіы барлық нүктелер 
жиыны. Функцияны графиктік тәсілмен беру физика- 
лык өлшемдерде жиі қолданылады. Көпшілік жағ- 
дайда өздігінен жазатын аспаптар графикті автомат- 43-сурет
ты түрде сызады. Функцияньщ графигін тұрғызған кезде келесі қарапайым 
ережелері жиі қолданылады. Егер Г у  = f ( x )  функцияньщ графигі болса, онда:
1) y  = a f ( x )  а> 0, аФ\ функцияньщ графигін тұрғызу үшін Г-ны у  осінің

бойымен а  есе созу керек (а> l) немесе — есе сығу керек {а< l)
а

2) у  = f(x )+ a  болса, онда Г-ы ОҮөсінің бойымен а  шамаға жылжыту керек;
3) у = f ( x - a )  болса, онда Г-ы ОХ өсінің бойымен а  шамага жылжыту керек;
4) У = / ( а х )  болса, а>0, аФ\ онда Г-ы ОХ өсінің бойымен а  есе сығу керек

(a>l) немесе — есе созу керек (а<!) 
а
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III. Ф ункцияньщ кесте арцылы оерііуі Функция кестелік тәсілмен 
берілсе кестенің бірінші жолына аргумент, ал екінші жолына оған сәйкес 
функцияньщ мэндері жазылады.

Мысал. Егер ауаның температурасын әрбір сағат сайын өлшесек. Онда 
уақыттың f = 0,1,2,... ,24 мәндеріне температураның Т -  Т0, Г ,, . . . ,  Г24 мәндері 
сэйкес келеді, яғни мынандай кестені жазуға болады______ ________

t 0 1 2 24
T To Tt T7 T

J  24

Сонымен Т = f{t)  функциясын алдык, бұл функция і -ың бүтін мәндерінде 
анықгалған.

I V  Функцияньщ айқындалмаган тэсілмен берілуі. х жэне у  айнымалы- 
лары бір-бірімен мына тендеумен байланысты болсын

ғ(х ,у )= 0 . (8.1)
(a,b) интервалында анықгалған у  = f i x )  функцияны (8 .1)-і теңдеуге қойган 
кезде ол осы теңдеуді х бойынша тепе-теңдікке айналдырса , онда у  = f ( x )  
функциясы (8.1) теңдікпен анықталған айқындалмаган тәсілмен берілген 
функция деп аталады. Мысалы:

х1+ у2- а 2 = 0 (8.2)
теңдеуі айқындалмаған тәсілмен берілген мьша екі функцияны анықтайды.

у  = -ГаГ^ : (8.3)

у  = —4 а2 -  х г (8.4)
Шынында да егер (8.3) жэне (8.4)-ті (8.2)-ге у  -тің орнына қойсаң мынандай 
тепе-теңдік аламыз

х 2 +(а2 - х 2) - а 2 = 0.
Эрине кез келген айқындалмаган функцияны мына түрде у  = / (* ) ,  яғни айқын 
тұрде шешуге болмайды. Мысалы у 6 -  у  -  х = 0 теңдеуден у -і қарапайым 
функциялар арқылы өрнектеуге болмайды.

2. Функциялардың түрлері

1°. Ж уп жэне так, функциялар. D  жиынында анықталған у  = /(х )  
функциясы жуп деп аталады, егерде V xeD , \/(-х )е £ ) үшін / ( - х ) =  f ( x )  
болса.

Мысалдар. у  = cos х, у  = х2 + л/l -  х 2 функциялары жүп.
D  жиынында аньщталган у  = /(х )  функциясы тақ деп аталады, егерде 

Vx е D, v (-x )e  D  үщін / '( -  х)= - f ( x )  болса.

Мысалдар. у  = sin х, у  = хл!1- х 2 функциялары тақ.
Жұп функцияньщ графигі у  өсіне симметриялы, тақ функцияньщ графигі 

бас нүктеге симметриялы болады. Екі жұп немесе екі тақ функциялардың 
көбейтіндісінен жүп функция шығады, ал жүп функция мен тақ функцияньщ
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көбейтіндісінен  тақ функция шығады. Әрине көп функциялар жүп та емес, тақ 
та емес.

Мысалдар. у  = х + х 1+\, у  = 1 - х 3, y = l + sinx  
Бұл функциялар жұп та емес, тақта емес.

2°. Бірсарынды функциялар. у  = f(x)  функциясы D жиынында 
аны қталсы н. Егер Vx,,jc2 eD , x ,< x 2 үшін мына теңсіздік орындалса 
f(x ,)<  f (x2) ( / ( хі ) -  f ( x2)) онда /  функциясы D  жиынында өспелі 
(кемімейтін) функция деп атайды, ал егер /(* ,)>  f i x i)  (немесе / ( х . )> / ( x 2j), 
болса, онда /  функцияны D  облысьшда кемімелі (еспейтін) функция деп 
атайды. D жиында өспелі, кемімейтін, кемімелі жэне өспейтін функцияларды 
D  жиынында бірсарынды функциялар деп атайды, ал өспелі жэне кемімелі 
функцияларды ңатаң бірсарынды функциялар у'
деп атайды. Мысалы, график тәсілімен берілген 
} '~ f ( x) функция (44-сурет) (-2,1) интервалында 
кемиді, (l,5) интервалында кемімейді, (3,5) 
интервалында өседі, ал ( - 2,1) жэне (3,5) 
аралықтарында фукция қатац бірсарынды.

3°. Шенелген функциялар. D жиында анық- 
талған у  = f{ x )  функциясын осы облыста ~ г  Т"о і * * * * * 
шенелген дейміз, егер (ЗЛ/>0) (VxeD): \j[x)^<M 44-сурет
болса.

Мысалы, y  = sinx функциясы барлық сандық өсте шенелгені себебі \ f x e R  
үшін |sinx |< l.

D  жиынында у  -  f ( x )  нақты мәнді функция анықталсын, онда f( x )  
функциясьшың D  жиынында қабылданған мәндерінен құрылған нақты 
сандар жиынының супремумы мен инфимумы сэйкес f i x )  функциясының 
супремумы мен инфимумы деп аталады да, sup/, sup/, sup/(x) жэне

D xs.D

inf /  inf /  inf / ( x )  символдарымен белгіленеді.

4°. Периодты функциялар. D  жиынында анықталган у  = f i x )  функция- 
сын осы жиында периодты деп атайды, егер Т > 0 саны табылып барлық 
х е D  үшін х+Т  е£> болса жэне f ( x  + T) = f i x )  теңдігі орындалса Бүл жағдайда 
Т  саны функцияның периоды деп аталады. Егер Т  функцияньщ периоды 
болса, онда m -Т сандары да функцияныц периоды болады, мүндағы 
m = ± 1 ,+2,..,. Мысалы, y = sinx функцияньщ периодтары ± 2 я ,± 4к,± 6 ж,.... 
сандары болады. Бірақ негізгі периоды Т ~2я-т е  тең. Жалпы жағдайда негізгі 
периоды ретінде f ( x  + T)= f( x )  теңдікті қанагаттандыратын ең кіші оң Т  санын 
апады.

5°. Кері функция. D  облысьшда анықталған у  = f ( x )  функциясы берілген 
және оның қабылдайтын мәндері Е  жиыны болсын , Егер әрбір у  е Е  мэніне 
бір ғана х е  D мэні сэйкес болса, онда х = <р(у) функциясы аньщталған және



оның анықталу облысы Е ал мәндерінің жиыны D  болады. <р(у) функциясы 
f i x )  функциясының кері функциясы деп аталады да мына түрде жазылады 
х = <р(у) = f~ '(y )  Кез келген өспелі немесе кемімелі, яғни қатаң бірсарынды, 
кері функцияньщ болатыны айқын. Бірақ, кері функциясы бар функция 
бірсарынды болмауы да мүмкін.

у  = f i x )  функциясы және оған кері x = q>{y) 
функциясы бір қисықты бейнелейді, яғни олардың 
графиктері бірдей болады. Егер кері функцияньщ 
аргументі х  арқылы, ал тэуелді айнымалыны у  деп 
белгілесек, онда у ~  f i x )  функцияньщ кері 
функциясын у  = <р{х) деп жазуга болады. Онда 
у  = f i x )  жэне у  = <р(х) өзара кері функциялардьщ 
графиктері бірінші ширек арқылы өтетін у  = х 
биссектрисаға симметриялы болады (45-сурет). 45-сурет.

у
Мысалдар. 1. у  -- 2х функцияның кері фукциясы х = ~  болады.

2. у  = х 2 функциясыньщ [0 ; l ]  кесіндідегі кері функциясы х = ^ у  болады; 
у  = х 2 функциясыньщ [- 1; 1 ] кесіндіде кері функциясы жоқ, себебі у  -тін бір 
мәніне х  -тің екі мэні сәйкес келеді.

6°. Күрделі функция, у  = f{u )  функциясы D  жиынында, ал и-<р(х) 
функциясы Е жиынында анықталсын, сонымен қатар Vx € £  мәніне 
и = <p(x)eD мәні сәйкес келсін. Онда Е  жиынында анықталған = f{<p{x)) 
функциясьщ х -тің күрделі функциясы (немесе берілген функциялардьщ 
суперпозициясы) деп аталады. Мысалы, _v = sin2x функциясы y  = smu жэне 
и = 2х екі функцияның суперпозициясы. Күрделі функцияньщ бірнеше аралық 
аргументтері болуы мүмкін. Берілген мысалда м = 2х айнымалы күрделі 
функцияньщ аралық аргумент!.

3. Элементар функциялар

У = С, С = const, у  = х “ - дэрежелік; у  = ах (а > 0) -  көрсеткіштік; у  = log0 х  

( а > 0, аФ  і) - логарифмдік; y~-sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx - тригонометрия- 
лық; у  = arcsin x, у  = arccosx, y  = arctgx, y = arcctgx кері тригонометриялық 
функциялар карапайым функциялар деп аталады. Бүл функциялардьщ 
графиктері орта мектептен белгілі. Осы функцияларға арифметикалық амалдар 
қолдансақ жэне аргументтері осы функциялар болатын күрделі функция 
құрсақ, ондай функциялар элем ент арлы  функция деп аталады.

Мысалы, у = 1л(х + sin3 х ^  аг) элементар функция.
Гиперболалыц функциялар. Мына қаралайым функциялар

shx =  е■ ~ е— , cfcc -= е + е— , thx= ^~ ~ , Cthx =
I  2 chx shx



Сзйкес гиперболалық синус, косинус, тангенс жэне котангенс деп аталады.

-i]

•У

J О  x

46-сурет 47-сурет
Гиперболалық функциялар үшін мына формулалар дұрыс: 

sh(x ± у) = shx ■ chy ± chxshy.
ch(x ± у) = chxchy± shxshy.
ch^x -  sh2x = 1, ch2x = ch2x  + sh^x, sh2x = Ishxchx. 

Бул формулалар дың үшіншісін дэлелдейік:

? 1 I е —е I _ е + 2 + е
~ Г ~ )  -

ch2x ~ s h 2x = е +е
=  1 .

2 ) {  2 )  4 4
Қалған формулалар да осылай дәлелденеді.

у  = shx жэне у  = thx функциялар барлық ОХ өсінде катаң бірсарынды 
болгандықтан, олардың кері функциялары бар. Олар х = Arshy гиперболалық 
ареасинус жэне х = Arthy гиперболалық ареатангенс.

§9. Ф ункцияны ң шегі

Функцияның нүктедегі шегінің бір-бірімен эквивалента екі анықтамасын 
келтірейік.

J-анықталіа. (функция інегінің Коши бойынша анықтамасы немесе «е-8  
тілінде»),

Егер / функция х0 нүктесініц кейбір аймагында анықталса, мүмкін, осы х0 
нүктеден басқа, жэне кез келген е>  0 санына S(xh, е)>0  саны табылып, 
0<\х-х0\<3 шартын қанағаттандыратын барлық х үшін мына теңсіздік 
орындалса

\ f ( x ) - A \< s ,  (9.1)
онда А саны /  функцияньщ х0 нүктесіндегі шегі деп аталады.
Функцияньщ шегін lim f(x )=  А немесе f ( x ) —>A (х -> х0) деп белгілейміз.

Бүл анықтаманы қысқаша былай жазуга болады
lim /(x )=  A о  (Vs > ОХЗ^ > 0)(Vx : 0 < jx -  x0|<  s):  j / ( x ) - ^ j< e .  (9.2)
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немесе

lim /(x ) = А <=> (Vff>oX35>o| Vxel/f(:£0)]: \f{x)-A {<e. (9.3)
»->*» V J

2- аныцтама. (Функция шегінің Гейне бойынша анъщтамасы).
Егер /  функция х0 нүктенің кейбір аймағында анықталса, мүмкін, осы х0

нүктеден басқа, жэне х0 нүктесіне жинақталатын кез келген {х„}, хп ?- х,,,
тізбекке сәйкес функция мәндерінен түратын {/(*„)} тізбектің шегі А болса
n -> =о, яғни мына теңдік орындалса

lim f(x„ )=  А, (9.4)«-»oo
онда А саны /  функцияньщ х0 нүктесіндегі шегі деп аталады.
Бүл анықтаманы қысқаша былай жазуга болады

Hm f{x )=  А <=> (v(x })llimx„ = х0, хп * х0 I: lim / ( х л) = А. (9.5)Х->Хц Vj->CO '  Й-+СО

Мысал 1. /(х )=  sin — функцияньщ х О шегі бар ма?

Шешімі. Кез келген екі тізбекті қарастырайық х' = —  жэне х "п ----------— •
701 ~  + 2жп

2
Бүл екі тізбектің шектері нелге тең, яғни lim хп = 0, lim х” = 0, бірақ х' * 0,

п — »оО л - > »

х" * 0, Vw.

Сонымен f{x'„)= sinm  = 0, и = 1,2,..., /(x " )= s in ^ y  + 2^nj = l, w = l,2,..., 

Сондықтан lim /(x ')= 0, lim /(x") = l. /(x )=  sin— функцияньщ x - > 0  шегі жоқ.
и— к о  n—*co

Мысал 2. f{ x )  -  + x  —, lim / ( x ) -  барма? 
x - 1

lim xn = 0, болатьш {x„} тізбегін қарастырайық xn #  0. V« e

.. , /  \ 2x1 + x „ -l  2(lim x„ )2 + lim x„ - 1lim f(x„)=  lim— ------=—  = - i ------y----------- 2—  = 1-n->« и-»» _ ] lim x„ - 1

f ( x )  функцияньщ x -* 0 шегі бар себебі функцияньщ мәндерінен қүрылған 
тізбектің шегі {хп} тізбекті қалай алсақта х -» 0 бірге тең.

§10. Б ірж ақты  ш ектер

Функция шегінің анықтамасында lim / ( * „ ) =  А, аргумент х  х0-ге кез

келген тэсілмен үмтылады. Сонымен х х0-ге сол жақтан немесе оң жақган 
немесе х0 маңынан тербеліп осы нүктеге үмтылады. Кейбір жағдайда функ­
цияньщ шегі х-тің х0 -ге қалай үмтылған тәсіліне байланысты болады. 
Сондықтан бір жақты шек ұгымын кіргіземіз.

Анықтама. Егер кез келген е > О саны үшін S  = S(s)> 0 саны табылып кез
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келген х е (х0 - S , x Q) үшін мына теңсіздік орындалса

\ f { x ) - A \ < s ,  ( 10.1)
онда А | санын /  функцияньщ х0 нүктесіндегі сол жақты шегі дейді.
Сол жақты шек былай жазылады

liт f ( x ) =  А, немесе f ( x a - 0 ) = A l. (10.2)

Тура осылай оң жақ шекте анықталады. Л2 санын /  функциясының х0 нүк- 
тесіндегі оң жақты шегі дейді, егер

(уе>  0)(Э 8  = S(e))(yxe  (х0,х0 + 8)): \ f{ x ) -A 2\<е  <=> Ikn ^ f{ x )= A 2. (10.3)

Оң жақты шек қысқаша бы лайжазьшады f ( x 0 + 0 )  = А г .
Сол жақты және оң жақты шектер біржакты шектер деп аталады. Егер сол 
жақты f\x„ -  0) және оң жақты f (x 0 + 0) шектер бар болса жэне олар бір-бірімен 
тең болса, онда функцияньщ х0нүктеде шегі бар, ягни fix,, -0)= f(x 0 +0)=А 
болса, онда lim f(x)=  А. Егер /(х й -  0) ̂  /(х 0 + 0). онда lim / ( х )  шегі болмайды.

Х-Мд X—*Xq

§11. Шегі бар функциялардың қасиеттері

Функция шегініц Гейне анықтамасы бойынша нүктедегі функция шегін 
тізбекің шегіне келтіруге болады. Сондықтан шегі бар функциялардың 
қасиеттерінің дәлелдеуі тізбектіц сәйкес қасиеттерін дәлелдеген әдістермен 
дэлелденеді.

1-ңасиет. Егер функцияның х0 нүкгеде шегі бар болса,онда ол жалғыз.
2-Kflcuem. Егер lim f ix ) - -  А, А ф °o болса, онда x0 нүктенің қайсібір

ойылган аймагында / ( х )  функциясы шенелген болады, ягни

{3M > 0'(vxeU s{xS j-- \Г {х]йМ .

3-қасиет. Егер lim /(х ) = А жэне А ақырлы сан болса, онда х0 нүктенің
Х—*Хц

қайсібір ойылган аймағытабылып |/(x )j> U , Vx е u(xQ) теңсіздігі орындалады.

Егер А > 0, онда /(х )  > ~  , ал егер А < 0, онда /(х ) < у .

4-қасиет. Егер lim f  (х) = А, , lim / 2 (х) = Аг болса жэне х„ нүктенің
Х~*-Х0 - Х ~ > х 0

0
қайсібір и (хв) ойылган аймагында /,(х )<  / 2(х) болса, онда А, < А2 болады.

5-цасиет. Егер lim f  (x)= A, lim /,(х )  = А болса жэне х0 нүктесінің
* - > * „  х->х0

о
қайсібір U(x0) ойылган аймагында f ( x )  < <р(х) < / 2(х) теңсіздіктері орындалса, 
онда lim<р{х)=А болады.

х - * х 0

6-цасиет. Егер limf(x ) = А фю жэне limg(x) = 5  ^ со болса, онда / ( x ) ± g ( x )
X—>Xq х~*х0
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fix )f{x)g ix), -y -4  функциялардьщ х ^ х 0-да ақырлы шектері болады, сонымен 
8ІХ)

катар мына теңдіктер орындалады:
Hm[/(x)±g(x)] = lim/(х )±  limg(x) = A ± B.
x— x— x—*-tf)

lim j/(x) ■ g(x)] = lim /(x ) lim g(x) = AB.
X—і*Д0 x -+ x Q X->X6

/ Ы  J - f  , ,

x -> x 0

Теорема. (Функция шегінің бар болуының Коши критериі) 
f  функциясының x0 нүктеде ақырлы шегі болу үшін, кез келген s > 0 саны-на

О О
х0 нүктесінің 6г(х0,<5) ойылған аймағы табылып,кез келген х',х" е ll(x0,S) 
үшін мына теңсіздіктің

W)-AA<s-
орындалуы қажетті жэне жеткілікті.

§12. А қы рсы з үлкен және ақы рсы з кішкене функциялар

Аныңтама. у = /(х )  функциясын х0 нүктеде (немесе х ->х0 ұмтылғанда) 
ацырсыз үлкен дейді, егер

lim / ( х ) =  со ( 12 .1)

болса.
Бүл анықтаманы қысқаша былай жазуға болады:

(V ff>0X 3^>0^V xet/(^,^)j: \j{x)-A \> e, (12.2)

онда / (х )  функцияны ацырсыз үлкен функция дейді. Дэл осы сияқты, / ( х )  
функциясын ақырсыз үлкен функция дейді, егерде х -> +оо, х -+ -со, х —>• оо 
үмтылганда функцияньщ шегі ақырсыз сан болса. Тура осылай бір жақты 
шектер үшін де ягни х -» х 0+ 0, х -» х 0 ~ 0  ұмтылганда, функцияның шегі 
ақырсыз сан болса, онда функцияны ақырсыз үлкен дейді.

Аныктама. у  = f ( x )  функциясын х0 нүктеде (немесе х->х0 ұмтылғанда) 
ацырсыз кішкене дейді, егер

l im /( x ) = 0 ,  (12.3)
X - * X q

болса.

Бүл анықтаманы кванторлар арқылы былай жазуга болады:
(V/; > С>Хз с? > O^Vx е 0 < |х -  x0j <б): |/(x)j<£. (l 2.4)

онда /(х ) -т і  ацырсыз кішкене функция дейді. Тура осылай, х->хо+0, х->х0 -  О, 
х ->  оо, х +00, х > “ Оо ұмтылғанда ақырсыз кішкене функцияньщ шегі нөлге
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ұмтылады (/(*)—> о).
А кы рсы з үлкен жэне ақырсыз кішкене функциялардың мынандай қасиеттерін 
пэлелсіз келтірейік:

. f i x )
1 Егер Hm f ( x )  = A, lim q>(x) = 0 болса, онда lim ——  = oo.*->i0 <p\x)

f i x )2 Егер lim /(x )  = A, lim tp(x) = =c болса, онда Hm ——-  = 0.Х-МГц X-tXo <p(x )

3. Егер <p(x) —> 0 (x x0,<p(x) * О), онда Jim —̂  = oo, erep <p(x) oo

(x -* x0,<p(x) * 0\  онда lim — = 0 . 
v ^j(x)

f \ / \ /С*) ■4. Erep $»(x)-»co, дх)-»оо (x->x0) ұмтылса, онда lim——  өрнегі — түршдегі
*-«о ч°оу

анықталмаган өрнек болады, ал 1іш(<э(х)-/(х)) өрнегі (да-се) түріндегі
х-+х0

анықталмаган өрнек болады.

5 . Егер £>(х)-»0, / ( х ) - » 0  (х >х0) ұмтылса, онда 1і т ^ ~  өрнегі (--] түріндегі
(р\Х) \0 J

анықталмаған өрнек болады.
6. Егер <р(х) -> 0, / (х) -» 0 (х-»х0) үмтылса, онда lim <p{x) f { x )  өрнегі (0 ■ ю)

д->х0

түріндегі анықталмаган өрнек болады. Осы анықталмаган өрнектермен қатар 
Н  (°°°). (°0) анықталмаган өрнектер бар.

§13. Үзіліссіз функциялар

Аны қт ам а 1. f i x )  функциясы х0 нүктенің кейбір аймагында U{xa) 
анықталсын. Егер

lim f { x )=  / ( x 0)  (13.1)

болса, онда f i x ) функциясын x0 нүктеде үзіліссіз дейді. Ягни функцияньщ х0 

нүктедегі шегі оның х0 нүктедегі мэніне тең.
Функцияньщ үзіліссіздігін « в -  S » тілінде берейік.
Аны қт ам а 2. Егер кез келген е> 0  үшін S = S{s)>  0 саны табылып, 

|х -х 0|<<5 шартын қанагаттандыратын барлық х үшін

| / ( х ) - / ( х 0)|<  гг. (13.2)

теңсіздігі орындалса, онда f i x )  функциясын х0 нүктеде үзіліссіз деп аталады. 
Бұл анықтаманы қысқаша былай жазуга болады:

. (ув  > 0)(3S(£)> 0)(\/х: |х -х 0| <s): \f(x)~ f(x j .< c .  (13.3)
немесе

(Vff>oX3<5(ff)>oXVxet/(x0,5)): /(x ) e t/(/(x 0),s) < ғ. (13.4)
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Енді үзіліссіз функцияньщ үшінші анықтамасын берейік. Дх = х -  х0 айырымды 
аргументтің өсімшесі, ал оған сәйкес Д /= / ( х ) - / ( х 0) = / ( х 0 + A x )-f(x 0) 
айырымды функцияньщ өсімшесі деп атайды.

Аныңтама 3. Егер тәуелсіз айнымалының ақырсыз аз өсімшесіне 
функцияньщ ақырсыз аз өсімшесі сәйкес келсе, яғни Ах 0, Д / 0 ұмтылса, 
онда / (х )  функциясын берілген нүктеде үзіліссіз дейді.

1. Кейбір царапайым функциялардьщ узіліссіздігі.

Мысал 1. / (х )  = С = const функциясы кез келген х нүктеде үзіліссіз. 
Дэлелдеуі. / ( х  + Дх)=С. A f(x )~ f( x  + Д х )-/(х )  = С - С  = 0. 1ітД / = 0.

3-анықтама бойынша f ( x )  үзіліссіз.
Мысал 2. / ( х )= х  функциясы кез келген х нүктеде үзіліссіз.
Дәлелдеуі, f ( x  + Дх) = х + Дх, Д /(х )=  х  + Дх- х  = Дх. lim Д/(х)= lirn Ах = 0.

Мысал 3. / ( х )  = Ы функциясы кез келген х  нүктеде үзіліссіз.

Дзлелдеуі. |Д/(х)| = || х + Д*| -  jxj[ < jx + Ax -  х\ = | Дх| lirn Д / < | | т 0|4 /| ^  = °-

Мысал 4. a) /(x )= s in x  функциясы кез келген х нүктеде үзіліссіз.
Дх

Дэлелдеуі.

сондықтан

Д/(х)= sin(x + Ax)-sm х = 2 cosJ x + ̂ - js in -^ - . cos x + - < 1,

lim Дf  = lim cosf x + —  |sin —  < 2 lim
Ax->0 Д x-*0 ^ 2 J  2 A z ^ -0

COS x +
Ax']
T)

Дх . Дгsm —  < 2 lim sm —
2 M  2

< 2  lim I Ax = 0.

6) f i x )  = cos x  функциясы да кез келген х  нүктеде үзіліссіз. Бүл функцияньщ 
үзіліссіздігін дәлелдеу ушін оны синусқа түрлендіреміз, ягни

пf  (х) — cos х = sin^~-- X и = - = sm м.

2. Нуктедегі үзіліссЬ функциялардьщ цасиеттері

1-Kflcuem. Егер /  жэне <р функциялары х0 нүктеде үзіліссіз болса, онда
Г

осы нүктеде f±<p, f~<p, — (<р*0) функциялары да үзіліссіз.
<Р

Бұл қасиеттің дәлеядеуі функцияньщ үзіліссіздігінің анықтамасынан және 
тізбектің қасиеттерінен тікелей шыгады.

2-қасиет. <р функциясы х0 нүктеде үзіліссіз, ал /  функциясы у0=у(х{1) 
нүк-теде үзіліссіз болсын, онда f(<p(x)) күрделі функция х0 нүктеде үзіліссіз бо­
лады.



(V£>oX3ct>0)(Vj;: >о[ < cr): \ f { y ) - f ( y 0)\ <s. 
ал (p функциясы x0 нүктеде үзіліссіз болғандықтан табылган <т саны үшін 

(35> ofyx:  |x -^ |< < s): |<э(х)-<р(;с0)| < а  

Осы теңсіздіістен |х -  x0j < 8 шартын қанағаттандыратын кез келген х үшін

|/М * ))~  /(<К*о))| <
теңсіздігі орындалады. Бүл теңсіздік fi<f>{x)) күрделі функцияньщ х0 нүктеде 
үзіліссіз екендігін көрсетеді. Бұл қасиеттен тікелей

lim /(<з(х)) = / ( lim (р(х)\.
*-Мо \ Х-*Ч )

3-цасиет. Егер х0 нүктеде /  функциясы үзіліссіз болса, онда осы 
нүктеніц и{х0) аймагы табылып, осы аймақта /  функциясы шенеулі болады.

Бүл қасиеттің дәлелдеуі тізбектің сәйкес қасиетін дәлелдеуіндей.
4-қасиет. Егер х0 нүктеде /  функция үзіліссіз болса жэне / ( х 0) * 0 ,  онда 

осы нүктенің U (х0) аймағы табылып, осы аймақта

\ f ( x } > ^

f i x  )болады. Егер / ( х 0)> 0 , болса, онда / ( * ) > —г-2- .  V xе U (хй). Егер / ( х о)< 0  

f i x )
болса, онда / ( х ) <— Ух e U  (х0).

Бул қасиеттің дэлелдеуі де тізбектің сәйкес қасиетін дәлелдеуіндей,

§14. Функциянын бірінші және екінші текті үзіліс нүктелері

у  = f i x )  функцияньщ анықталу облысы D болсын. Бүл функция х0 нүк- 
теде үзіліссіз болу үшін мына үш шарт орындалу керек:

1) У = f ( x ) функциясы х0 нүктеде анықталган, ягни х0 е  D.
2) Ит /(х )  бар.

3) 1і т / ( х ) = / ( х 0)

Егер х0 нүктеде осы шарттардың кемінде біреуі орындалмаса, онда х0 

нүктесі функцияньщ үзіліс нүктесі деп аталады.
1. Erep lim f { x )  бар болса, бірақ функция х0 нүктеде анықталмаса немесе 

lim f i x ) -  / ( х 0) шарты орындалмаса, онда х0 функцияньщ жөнделетін үзіпіс

нүктесі деп аталады.
2 . Erep lim /(х )  жоқ, бірак функцияньщ екі жақты шекгері бар болеа, яғни

Д әлелд еуі. f  функциясы >0=<ф:с) нүктеде үзіліссіз болғандыктан



/(х 0 +0) - /(х о - 0) айырымды /  функцияньщ ха нүктесіндегі секірмесі дейді.
3. Егер Ііш /(х )  және lim f ( x )  шектердің кемінде біреуі болмаса немеГ х~».дгв+0 or— 0

шектері ақырсыз болса (шектері +=о немесе -со ұмтылса) онда х<: фуцк,  
цияның екінші текті үзіліс нүктесі деп аталады.

1, х > 0
Мысал 1. f i x )  = signx = 0, x = О 

- 1, х < О

S f - o ^ =~L (48"сУРет)
/(о +о) * f(p  -  о). Сондықтан х0 = 0  нүктесі функцияньщ бірінші текті үзіліс 
нуктесі.

онда х0 функциясының бірінш і т ект і үзіліс нүкт есі деп аталады.

Мьгсал 2. Д х) =
sm 1 х * 0

Бүл функцияньщ х —>0 шегі жомX
(о, х = 0

Сондықтан х„= 0  күктесі функцияньщ екінші текті үзіліс нүктесі.

Мысал 3. f ( x ) =  j x  < 0 
[ 2 , x > 0

JiS *f ^ = +0°’ = ~°°- (49-сУРет)-
Сондықтан х0 =0  нүктесі функцияньщ екінші текті үзіліс нүктесі.

48-сурет

Мысал 4. / ( х ) = т х = і

= 1 болатындығын келесі параграфта дәлелдейміз. Бірақ бұл 

функция х0 =0  нүктеде анықталмаған, сондықтан хс =0  нүктесі функцияньщ 

жөнделетін үзіліс нүктесі. Егер /(о) = 1 тең деп алсақ /(*} -- функциясы 

нүктеде х0 =0  үзіліссіз болады.
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§15. Тамаша шектер

1. Бірінші тамаша шек.
Шектерді есептегенде бірінші тамаша шек деп аталагын

sinx , lim ------= 1
х-*а х

інегі жиі колданылады. Осы тевдікті дәлелдейік.
Центрі бас нүктеде радиусы бірге тең шеңберді 
қарастырайық (50-сурет).
О А = 1, OA1AD, ABUBD. AD түзуі A нүк- 
теден шеңберге жүргізілген жанама. Осы 
суреттен

AB < AC < AD  (15.2)
екендігі айқын.

= sinx => АВ -  ОА-sinx = sinx,

(15.1)

ОА
AC = OA-x = x, = tgx AD = O A tgx = tgx.

Бүл теңдіктерді (15.2) теңсіздіктерге қойып, мына теңсіздіктерді аламыз
О < sin х < х < fgx, [о < x < у ]  

s in x > 0  болғандықтан,(15.3)теңсіздіктерді sinx бөлсек
1 < - sm х cos х-J— немесе 1 > — > cos х

(15.3)

(15.4)

теңсіздіктерін аламыз. sinx cosx функциялары жүп болғандықтан, (15.4)

теңсіздіктер -  у  < х < 0 үшінде дұрыс. cos х функциясы үзіліссіз болғандықтан

1 > lim ——  > lim cos х = 1 =
х->0 X  х — >0

1 >lim s in x > i .
х—*0 X

Шектің 5-ші қасиеті бойынша (15.5) теңсіздіктерден

(15.5)

теңдігі шығады.
2. Екінші тамаша шек.

lim 1 + -
* оо І X

limS n x = i
*->0 X

(15.6)

Екінші тамаша шек деп аталатын (15.6) теңдікті дәлелдейік. Функция шегінің 2- 
ші анықгамасы бойынша (15.6) шекті, тізбектің шегі деп қарастыруға болады, 
яғни

1 + ->е ,  х„- (15.7)

екендіпн дэлелдесек жеткілікті.



х„ кез келген, + оо ұмтылатын, айнымалы болсын. х„-ищ [х„] = кп деп бүтін 
бөлігін белгілейік. Онда £„<*„<£„ + 1 теңсіздіктері орындалады. Сонымен 
қатар

1 + _L

теңсіздіктері орындалады. Егер х„ -> +оо онда кп —> +оо ұмтылады.

lim Г1 + -г-\-j ) < lim (1  + -L I < lim I 1к + I I  *„-мЧ x„ ! *,->«*
1

теңсіздіктердің сол және оң жағындағы өрнектерді былай жазуға болады.
-4„+Н - ■

lim 1 + -r-J—г lim [ 1 + к„ +1 
*„+> f  \к

■ lim 1 + т-J—г і
К + 1 j

- е -1 = е.

lim f l  + тг-1--; ) = lim f l  + -~  1 lim fl + -^-l = e-l = e.

Олай болса

e< lim j 1 + J - j  <e.=> lim fl + J-']
'•->4 XJ  XJ

Енді xn -oo ұмтылсын, онда x' = -x„ -> -к».

f  \  xl-1 f  ч

= lim] 1 и— - j - l im ( l  + - 7^— ) = e-l = e. 
x „ -l J *,->+4 x „ -l

Сонымен limf 1 + J - |  = e  теңдігі дэлелденді, олай болса (15.6) теңдік дұрыс.

Екінші тамаша шекті былай да жазуға болады

lim(l + х)» = е (15.8)

Себебі lim(l + x)*
X —> 0, у  —> 00

Мысал 1. lim— -+ х -̂ = 1 .

= limf 1 + —1 = е.

д->о

Дәлелдеуі. l im -n^  = ііт  ln(l + х і  = 1і / і іт ( і  + х)П  = lne = 1.
•*—>0 X х—>-0 у х—»0 j

Мысал 2. lim ^  + = log e = -r-L.
x 6a In a

Дэлелдеуі. lim ~~~ ~~ + loga linifl + x fx->0

Мысал 3. lim — —- = In i *—>o x

- [0g*e =bTa-
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Дәлелдеуі.
а* -  \ = у  
х -» 0, у  -> 0 . 
x = loga(l + y)

l i m ^х—»0 X '! S 2 loga(l + y) 7 T Toga(l + ̂  ■ -L 
v ІПЙ

= In a.

У

Мысал 4. Ііш^— 
* ->o  х — = lne = 1.

Бул 3-ші мысалдағы тевдіктің дербес түрі a = е.

Мысал 5.

Дәлелдеуі.

inЛ 1+ * Ы = а.

Ііш (і + х У - 1 _
X

(1 + хУ  = е ' 
х -» 0 ,.у -» 0 .

1 + х =

х = — 1

= lim —-  .& --а  = a  ■ lim
- I  У у~>° Уо еУ/«

У_
■ lim —гЯ— 

е - 1

= a  • 1 ■ 1 = a.

§16. Ф ункцияларды  салы сты ру

/  жэне <р функциялары х0 нүктенің ойылған аймағында и з(хй) анықталып,

Vx е Us(x0) үшін |/(x )j<c |^(x)| теңсіздігі орындалса, мүндағы с>0, онда /

функциясы <р-ге қарағанда ?/5.(х0) маңайында шенелген деп аталады да
/ ( х ) =  0{<р{х)\ х-+% (16.1)

символымен белгіленеді. Ол былай оқылады х х0-ге ұмтылганда f ( x )  
функциясы ^(х)-пен салыстырганда О үлкен, немесе «х0-де /  о  -ге 
қарағанда О үлкен».

Мысалдар. 1) Е  жиьшында / ( x ) = o ( l )  деген символ, /  функциясыньщ Е 
жиынында шенелгендігін көрсетеді.
2 )  s i n x  =  0 ( l ) i  s in  х  =  О ( х )  х б ( - о о , + о о )

х  =  о ( х 2 )  х  е  [ l  , + о о  )  

х 2 =  0 ( х )  х  е  [0 ,1 )
о

ф(х) жэне у/(х) функциялары х0 нүктеніц қайсібір ойылған аймағында Ud(xt)) 

анықталсын және Vx e Us(x0) үшін i//(x) ф О болсын. Егер

lim 4 4  = 0  (16.2)
x - > 0  y j \ X  J  v  J

болса, бұл факты
c p ( x ) =  o ( ^ ( x ) )  x -» x 0, (16.3)

93



символымен белгіленеді. Ол былай оқылады «х ха -i'c ұмтьин анда <р(х) 
функциясы ^(х)-пен салыстырғанда о кішкене».

Мысалдар.
1) X2 = о(х) х —» 0
2) х" = о{хт ) х —> 0 егер т <п.
3) х" = о(хт ) х —» оо егер т> п.
4) (х -  a f  = о((х -  a j  ) х  а.

5) 1 -  cos х  = о(х) х -> 0 себебі lim * ~ cos_x = qх р *->о х
<р(х)=о(і )  х->  х0 символы <р(х) функцияньщ х-»х0 ұмтылған ақырсыз кіш- 
кене функция екендігін көрсетеді О жэне о символдарын Ландау символдары 
дея атайды.

Анықтама. <р{х) жэне у/(х) функцияларын х - » х 0 эквивалента дейді,
егер

(16.4)
х̂ х«ц/(х)

шарты орындалса. Бұл шартты қысқаша

<р(х) X ц /(х ) ,  х -> х 0 (16.5)

символымен белгілейді.
Мысалдар.

1) sinx к х, х —» О
1-cosx  x 2

2) — -— , x -> 0
2 2

3) ln(l + x)« x, x —> 0
4) x -> 0
5) a '  - 1 « x In a, x —> 0
6) tgx & x, x  —у 0
7) arc sin x » x, x -» 0
8) arctg x x x, x 0

9) (1 + x)* - 1« ax, x - » 0 . 
эквивалента функциялардьщ кейбір қасиеттерін келтірейік.
1-қасиет. Егер

<р(х)~ у / ( х )  х -+ х 0. (16.6)

болса, оңда

у { х ) ~  <р(х) х -> х 0. (16.7)

Дәлелдеуі. Егер Vx е Us(x,:} w(x ) * 0 және (16.6) орындалса, <р(х)? 0, 
мүмкін х0 -дің кішірейген аймағында. Олай болса
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4 = l iс) х-

lim

lim У \Х1 = lim —f - r  = f  = 1. 

y/[x)
2-қасиет. Erep x -» x0 іу /^х )»  l// 2(x )  болса, онда

iim[^(x)-^,(x)]= 1іт[(з(х)-^2(х)] (16.8)
X -> X 0

-441=  (16.9)у ф ) ]  « 4 v / 2(x ) j
Бұл теңдіктерді былай түсінуге болады, егер оң жақтағы шектер бар болса, онда 
сол жақтардың шегі бар жэне олар бір-бірімен тең, жэне керісінше. Осыдан, 
егер осы шектердің біреуі болмаса онда екіншісі де болмайды.

Дәлелдеуі. (16.8)-дің дұрыстығын дәлелдейік. Осы теңдіктің оң жақтағы 
шегі бар болсын. Онда

1іпі[<;«(х)-і//1(х )]=  lim ^ (х )ч //2( х ) - - ^ ' |4  = lim [< ?(x )^2(x)]lim
jr-K t0 X - * X Q У ' г ч *  ~ -V ,

= 1іт [^ (х )-^ 2(х)]-1 = 1іт[<;г>(х)- t//2(x)]

Мысал. lim Х -- lim—̂ —  = lim -j-f—-л = І і т - ^ — = у  = 0 . 
х + х х  + х х(х + 1) х +1  J-

§17. Кесіндідегі үзіліссіз функциялардын қасиеттері

Егер функция [а;й] кесіндінің әрбір нүктесінде үзіліссіз болса, онда оны 
осы кесіндіде үзіліссіз деп атайды.

1-теорема. (Вейерштрасстың бірінші теоремасы).
Егер /  функциясын [a,b] кесіндіде үзіліссіз болса, онда ол осы кесіндіде 
шенелген, ягни

(З М > 0 ) \ f(x } < M , \fx e [a ,b ] (17.1)
Дэлелдеуі. Бүл теореманы дәлелдеу үшін кері жорыйық. /  функциясын 

[<з,б]-да шенелмеген деп алайық. Онда әрбір натурал и санына xn e[a,b]  
нүктесі табылып

f ( x j > n  (« = 1,2,...) (17.2)
теңсіздігі орындалады.

{х„} тізбегі \a,b\ жатқандықтан, ол тізбек шенелген. Осы тізбектен 
a е \a,b\ санына ұмтылатын жинақгалатын {х„() тізбекше бөліп алуға болады. 
/  функциясы а  нүктеде үзіліссіз болгандықтан

(17.3)

(17.3)-ші қасиет (17.2)-ші қасиетке қайшылық болып тұр. Сондықтан /  функ­
циясы [а, Ъ ] -да тек қана шенелген.

2-теорема. (Вейерштрасстың екінші теоремасы).
Егер /  функциясы [а,Ь]-да үзіліссіз болса, онда оньщ осы кесіндіде 

минимумы мен максимумы бар болады, яғни f (a )<  f{x )<  / ( / ? )  Vxe[a,Z>]
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теңсіздіктерді қанағаттандыратын a, /?e[a,Z>] нүктелері табылады. Басқаша 
айтқанда

min / (х )=  f ( a )  max /(х )  = /( /? )

Дәлелдеуі. 1--теорема бойынша функция жогарыдан к деген санмен 
шенелген

/(х )<  к, (Ү хе[а,б]) (17.4)
Олай болса /  функцияньщ [а, b ] кесіндіде супремумы бар болады (ягни дэл 
жогарғы шекарасы бар болады):

sup f ( x )= M  (17.5)

М  саны супремум болғандықтан, эрбір натурал п саны үшін 
M - L < f ( x n)< M  {п = 1,2,...)

теңсіздігін қанағаттандыратын x„e[a,b] нүктесі табылады. [<?,&] кесіндіде 
жатқан {х„} тізбек шенелген болғандықтан одан fi е [а,б] санына жинактала- 
тын {x„J тізбекше бөліп алуга болады. /  функциясы р  нүктеде үзіліссіз 
болгандықтан

ІітД х,,, )= /( /? )

Басқа жағынан
( к  = 1 ,2 ,. . . )

rik
жэне Jim Д * „ > М  •

/ k j  -ның шегі тек қана біреу болгандықтан М  = /(/?)
Сонымен /  функциясы өзінің максимумына р  нүктеде жетеді. Теореманьщ 
екінші белігі де осылайша дәлелденеді.

1-мысал. у  = х, х е ( 0,і)
Бүл функция (о,і) интервалында үзіліссіз, оның бұл аралықта максимумы да 
жэне минимумы да жоқ, бірақ sup у = 1, inf у  = 0 (51-сурет).

/ \ f х, 0 < x < 1
2-мысал. / \ х ) - <

w  [0, 1 < х < 2 .
Бүл функцияньщ максимумы жоқ. Себебі функция х = 1 нүктеде үзілісті (52- 
сурет).
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3 -теорема. Егер /  функциясы [a,b}~да үзіліссіз жэне f{ a )  жэне f{b )  
сандары нөлге тец емес жэне таңбалары әртүрлі болса, онда (a,b) 
интервалы нда ең кем дегенде бір х0 нүктесі табылып / ( х 0) = 0  болады (53- 

сурет).
Дәлелдеуі, [a,b J кесіндіні <т0 деп 

белгілейік <т0 екі тең бөлікке бөлеміз, Егер 
<уо .дің ортасындағы нүктеде функдияның 
мәні нөл болса, онда теорема дәлелденді. Бул 
кесіндінің ортасындагы нүктеде функция мәні 
нөлге тек болмасын, онда екі бөліктің 
біреуінің соңғы нүктелерінде функция 
мэндері эртүрлі таңбалы болады. Сол бөлікті 
а х деп белгілейміз, егер осы кесіндінің орта 53-сурет
нүктесінде функция мэні нөл болса, онда теорема дәлелденді, ал erep нөл 
болмаса, соңғы нүктелерінде функция эртүрлі таңбалы болатын бөлікті а г деп 
белгілейміз. Осы процессті эрі қарай жалғастырамыз. Сонымен мынандай 
кесінділер тізбегін аламыз: <т0 іэ a, z> <т2 п  ... ег„ з  ... болады.

Сонымен барлық а п -де жататын және [a,b] кесіндіде жататын х0 нүктесі 
табылып /(х 0)= 0 болады. Ал erep f ( x 0)> 0 (немесе f ( x 0}< 0 ) болсын десек, 
онда функция өзінің таңбасын сақтайтын и(х0) аймақ табьшады. Бүлай болуы 
мүмкін емес, себебі п -> сс, а п с  U(x0), ал f ( x )  функция a n-де әртүрлі 
таңбалы, ягни өзінің тацбасын сақтамайды. Сондықтан /(х 0) = 0.

Салдар. Егер /  функциясы [а,Ь]-да үзіліссіз болса, f{ a )~  A. f(b )= B  
(A * В) жэне С саны А жэне В  сандардьщ арасындагы кез келген сан болса, 
онда (а.Ь) аралығьшда ең кемінде бір х0 нүктесі табыльш, f ( x 0)= C  болады.

Дэлелдеуі: F {x)~  f ( x ) - C  деп белгілейік. Ғ(а)<  0, F(b)>  0. Онда 3-ші 
теорема бойынша (a,b) аралыгынан ішінен х0 нүктесі табылып Ғ(х0)~- 0, 
f ( x 0) -  С = 0 => /(х 0) = С болады.

Аныцтама. X  жиынында анықталған /  функциясын осы жиында 
бірцалыпты үзіліссіз деп атайды, егерде кез келген е>0 санына тек қана е-ге 
байланысты <5 = <5(£)>0 санытабьшып, jx'-x"] <5  теңсіздігін қанагаттандыратын 
У х І^ е Х  үшін

I A x ') ~ f ( x"}<£
теңсіздігі орындалса.

1-мысал. f( x )  = x  функциясы Ух e Л нүжтесінде бірқалыпты үзіліссіз. 
Шынында да, S=e  деп алсақ, lx'-x"j<(5 болганда |y(x')-/(x")j = |x '-x 'j <<J = e, 

ягни \f[x ')-f[x f)\< s.

2-мысал. f{x ) = x2 функциясы кезкелген Vx e R нүктесінде бірқалыпты 
үзіліссіз еместігін анықтама бойынша көрсетейік.
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(Эе> О) (VJ > 0) {Эх!,х":\ x '-x '\< s)-. \f{x ')-f{x !\>  £ екендігін көрсетейік. ғ  = 1

деп алайық. Екі тізбекті қарастырайық {х„} және {хп} мұндағы

х'„ = 4п, х" = л/rt + l (п = 1 ,2 , . . .) .

|x '- x 1 = Vn + I - v ^  = -r==^— 7= — 0, егер «->  оо, ал
1 " -Jn + l+y/n

| Д < ) - / « | = | < 2- < 1  = |я + 1 -и | = 1-
Сондықтан кез келген <У>0-ға екі х'п жэне х” табылып \х ~ x’\<S  да, 

|/(х ')-/(х")| = 1 >£ = ̂ . Бүл Д х) = х функциясьшың барлық өсте бірқалыпты 

үзіліссіз еместігін көрсетеді.

4-теорема. (Кантордың теоремасы).
Егер /  функциясы [a,b\ кесіндіде үзіліссіз болса, онда ол осы аралықта 
бірқалыпты үзіліссіз. (Дәлелдемейміз).

5-теорема. Егер /  функциясы [u,b] кесіндіде анықталған және қатаң 
бірсарынды болса, \А,в) кесіндісі /  функцияның мәндерінің жиыны болса, 
онда / “' кері функция бар болып [А,В] кесінді де катаң бірсарынды және 
үзіліссіз болады. (Дәпелдемейміз).

§18. Туынды

Аньщтама. /  функцияньщ х нүктедегі туындысы деп, оның осы нүктедегі 
Д /  өсімшесінің оған сәйкес аргументтің Дх өсімшесіне қатынасының Ах 
нөлге үмтылгандагы шегін айтады, егер ол шек бар болса.
Сонымен, аньщтама бойынша

Л х ) = 1і т ^ - = 1і т ^ ± ^ Ь Ж .  (18.1)Дх-»0 Дх Дх 4

Туындьшарды f{x ) ,y ', символдарымен белгілейді. Егер И т ^  = +°о

¥немесе Нт—- = -со болса, онда /  функцияньщ х нүктеде шенелмеген туындысы 

бар дейді.

Мысал. у  = X1 функцияның туындысын анықтаманы пайдаланып табу керек. 
у(х) = х2, у(х  + Ах) = (х + Ах) 2 , ал Ау = (х + Дх)2 -  х2 = х2 + 2хДх + Дх2 -  х2 =

= Дх(2х + Дх). lim = lim Ajc) = ііщ (2х + Дх) = 2х. Сонымен (х2) = 2х.
4л 0 Дх Ді-»0 Дх Д*->0 ' >

Аныцтама. Егер /  функциясы х нүктенің кейбір маңайында оң жақты

(сол жақты) анықталса жэне lim I lim щек бар болса, онда ол /д*->о+о Дх ^іі-,0-0 Дх)  ^  J
функцияның х нүктедегі оң жақты (сол жақты) туындысы деп аталады да /Д х )

98



(немесе /_'(*)) деп белгіленеді.
Оң жақты жэне сол жақты туындыларды бір жақты туындылар деп те 

атайды.
Егер /  функцияньщ [a,fe ] кесіндінің барлық ішкі нүктелерінде туындысы 

болса, ал а нүктеде оң жақты, Ъ нүктеде сол жақты туындысы болса, онда /  
функияның \a,b \ кесіндіде туындысы бар дейді.

Сонымен, /  функцияньщ х нүктеде туындысы болуы үшін 
Д х )  = Л (х ) = Д х )  болуы керек.

Егер / X х ) ф / ( * )  болмаса, онда /  функциясының х нүктеде туындысы
жок.

Мысал. у  -  |х| функциясын қарастырайық (54-сурет).
\х + Axl-lxl

Егер х > 0 болса, онда өте аз Ах үшін х + Дх > 0 жэне АУ;
Дх Дх

= х + М ^ х  = 4х =1 /х>0) 
Ах Ах v

Егер х < 0 болса, онда өте аз Ах үшін х + Ах < 0 жэне ~  —

: ^ Х^ М  + Х :=_ М  = ̂  (Х<0)
Лг Av ’ v 'Ах Дх

Сонымен их| лх*о Ах
Енді х  = 0 болсын. Онда

s ig n A x ^  = sign Ах =

j b l i m ^ U 1’ ^  ДХ>0лг~*пЛх '-І^егер Ах<0 .

Ау _ |Ах| _ 
Дх Дх

у
Дх> 0 У  =  | Х І /

Ах<0.

о X*

Сондыктан Ит = 1 , lim 4^- = - 1 .Ах-*о Ах  j h o  ДхД*>0 Д*<0
д о ) = 1 , д о ) = - 1 , д о ) * Д о )

Сонымен ]х| функцияньщ х = 0 нүктеде 54-сурет
туындысы жоқ.

Теорема, х нүктеде шенелген туындысы бар кез келген функция осы 
нүктеде үзіліссіз.

Дәлелдеуі. f '(x )  = lim —  бар болсын. Онда бүл тендікті былай жазуга 
Дх

болады
Ду
Дх

= f ' ( x )  + e(Ax) (18.2)

мұндагы е(А х ) -> 0 ,  егер Д х -> 0 , ягни Дх -> 0 ұмтылғанда г(Д х) ақырсыз 
кішкене шама. (18.2) формуладан

Ay  = f'(x )A x  + е(Ах)- Ах 
lm  Ау = Шп^Дх)Дх + е(Дх)іх] = 0.

Бұл теңдік f[ x )  функцияньщ x нүктеде үзіліссіз екендігін көрсетеді.
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1

1-мысал. f(x )  = C (теракты) функцияныц туындысын табу керек. х + Дх 

мэнде f ( x  + Ax)=C тец. Сондықтан Д/ = С - С  = 0. lim = lim -р- = 0 . ОлайАдг-»0 ДХ Ді->0 АХ
болсатүрақты санныцтуындысы нөлге тец, яш и С' = 0.

2-мысал. /(х )  = sinx функциясын қарастырайық.

Д/(х) = sin(x + Дх) -  sin х = 2 cos^x + 4^ |sin

§19. Қарапайым элементарлық функциялардьщ туындысы

lim = iimДх->0 ДХ • Дх->С

2

2 cos(x + ̂ j s i n  ~
Ax = lim cos(x + Jlim2 AX

= lim coslx + ~  = cos lim x + 4 r  }= cosx. дх->о V 2 ; W-»cA 2 "

2

(sinx) = cosx.

3-мысал. f{x )  = cosx функциясын қарастырайық.

&f(x )=  cos(x + Дх)- cos x  = -2sin^x + -^j-jsin-^p.

]‘m. 4 “  = ~ jini sin(x + 4 г ) і і т  —t = -  lim sin(x + Дх) = -sin(lim (x + ̂ ) ) =  - s in  x.4*-*0 ДХ Дх-»0 V . 2 'Дг-Я) ДХ Ді-»0 4 ’ W+о' 2 !'
2

(cosx) = -s inx .

4-мысал. f ( x ) = a x Көрсеткіштік функцияньщ туындысында анықтаманы 
пайдаланып табамыз.
4 / ( * )  = а**1* -  ах = а*(аА* -  l )

lim lim -̂ ( fl - 0 = a ’ lim V ^ i =  a*In a.
д*->о Д х  ддг->о Д х  дх-»о A x

(a)'=a In a.

5-мысал. f (x )  = ex функция 4-мысалдағы функцияныц дербес түрі, а = е. 
Сондықтан (еху = ех\пе = ех. (ех)' = ех.

6-мысал. f(x ) = х  (л = 1 ,2 , . . . )  дәрежелі функцияньщ туындысын табу 
керек.

ДДх) = (х + Дх)" -  х" = х" + пхп~'Дх + х"~2(Дх)2 + М ^- Ж « - 2 ) хЯ-з(Ау)з +

+ ... + (Дх)" -  х ” = и г -Д х  + - ^ ) х ”-2(Дx f  + d lL Z .\l^ z2 }x^ {Axf  + ... + ( д ^ .
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U жэне V функдиялары х нүктеде дифференциялданатын болғандықтан олар 

осы нүктеде үзіліссіз, сондықтан Yim^Vlx + А х) = V (x) Сонымен (20.2) 

формула дәлелденді. Қалган формулалар да тура осылай дәлелденеді.

2-теорема. (Күрделі функциями дифференциалдау).

Егер g  функциясы х 0 нүктесінде, ал /  функциясы y(l = g(x0) нүктесінде 
дифференциалданатын болса, онда F (x) = f[g(> г)] күрделі функция х0 

нүктесінде дифференциалданады жэне

ғ ХхоҺ А уоЫ хЛ у = #{*)] . . .  сч
f ' W = Л № )  J ( 2 0 ' 5 )

Дәлелдеуі. Анықтама бойынша

ғ \х 0) = l i m = lim М Ь /k W ]  = )im
X Xjj X Xq x~*xu у  — y 0 x  — Xq

У = S(x ) функция үзіліссіз болғандықтан x-j-Xq үмтылганда 
үмтылады. Олай болса

F'(Xo)=  lim / k b / k i , im ^ M o )  = Д Уоу (Хо).
У̂УО У~Уо * - > * 0  X ~ x 0 ^

Жалпы жағдайда Ғ \х )  = f { y ) g ’{x).

9-мысал. f ( x )  = tgx.

(/£*)" -  f s*nx 'j _ (sin at) cosx -(cosx) sinx _ COSXcosx + sinxsinx _ cos2 x + sin2 X 
COS X )

Сонымен, (tgx) = -
COS X.

10-мысал. f ( x ) - c t g x .

(ctgx) = [cosx j = (cos*) sinx-(sinx) cosx _ -  sin xsin x  -  cosx cosx _ sin2 x + cos' 
s'nx sin2 x  sin2 X  sin2 X

= ___L_
sin2 X

Сонымен, {ctgx) = — .

2■ X .

l l -мысал. f(x)= sJvc, f ( x )= c h x , f ( x ) ~  thx, f ( x )~ c th x .  

(shxj = { ~ 2 ~  1 = f% ]  _ f ^ r )  = g У  =chx- {shx)=chx.
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Тура осылай (сһх) = shx, (thx) = —X - ,  (cthx) = — К -  екендігін дәлелдеуге
сһ х sn х

болады.

3-теорема. (Kepi функцияныц туындысы.)

у  = fix ')  функцияньщ (a,b) интервалда кері функциясы бар болсын 
х = Г '( у )  = g(y) жэне х  € (а, А) үшін f ( x ) # 0 .

Онда

g '{ y ) = ~ r \  немесе х'у = - V .  (20 .6)
J \х ) У*

Дәлелдеуі. у-ке, Ау 0 деген өсімше берейік. Оган кері функцияныц 
Дх * о өсімшесі сәйкес келеді. Сондықтан

(Ж 7)
Дх

Егер Ду-»0, онда Ах ->■ 0 ұмтылады, себебі g(y) үзіліссіз функция, ал

Ах -» 0 ұмтылса, онда —  —> f i x )  * 0 үмтылады. Сондықтан 
Ах

.. Дх 1 1lim —  = ------ — =
Ау lim f  W

Дх

12-мысал. у  = arcsin х функцияньщ кері функциясы х = sinjy. Сондыкган 

(20 .6) формула бойынша у'х = 4- = —-—- = - =---~— = —=А-
ху (sin у) cos^ л/і -  sin2 у  л/Т-

(arcsinx) = —J ——.

13-мысал. у  = arccos х функцияньщ кері функциясы х = cos у.

(arccos х) =-— —  --------------------— ----------- — --------->-------■ —  ,  l o i v v u ^ A  j  —  1-------------

- « “ У дД-cos2 у  л/1 - х 2 V l-x

14-мысал. у  = arctgx функцияньщ кері функциясы х = /gy.

Сондықган у[ = -V = 7 7Ч 7 = cos2 у  = -—Ц -  = -  -Ц-, ягни (arctgx) = ■ - .2 *ху (<ек) i+ *  i + *:

15-мысал. Тура осьшай (arec/gx) = - —-  у екендігін дэлелдеуге болады.

16-мысал. у  = Arshx функцияныц кері функциясы х =

Соядықтан у'х =А- = — г = - 4“  ' / * = г 1 • {Arshx) = ,
** {shy) сҺу л/ГГгт
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17-мысал. у  = х “ дәрежелі функцияньщ туындысын табу керек (мүндағы 
а  кез келген нақты сан).

Бұл функцияны былай да жазуға болады у  = еа'"х.

Күрделі функцияньщ туындысы бойынша

1 (  f f l n x i  а І п х /  > v  a  I n *  ГУ х *  ос- 1у =\е ) - е  (а т х ) = е  ~  = а-  —  = ах .4  ̂ х х

Сонымен, (х“ ) = ах " -1. Бул формула 6-мысалдағы х п функцияның туын- 
дысындай (мандаты п - натурал сан).

Логарифмдік туы нды. у  = f ix )  > 0 күрделі функциядан туынды табу 
керек болсын. Ол үшін функцияньщ екі жагын да логарифмдеп, содан туынды 
аламыз.

У = /(*)■ toy = InX х). Осыдан ^  = (In Дх))' => у  = >{ln f(x)\ = /(x)[ln /(x)j.

18-мысал. у  = хх, х > 0 . Осы функцияньщ туындысын табу үшін екі 
жагын да логарифмдейміз.

/
In у  = ХІПХ=> ~  = ІПХ + 1 => У = j{lnx +1)= x’(lnx + l).

19-мысал. у  = л/(х2 + 3)2 . Осыдан In у = ln(x2 + 3)

у  -  4 -  - ^ )  ■

20-мысал. у  = U (х f  u>. U(x) > 0.

У = Uv\V In U J = U*\v’ In U + ¥ j U’ J = UvV' In U + VUv~'U'.

Бұл формуланы есте сақтау үшін, алдымен функцияны көрсеткіш функция 
деп, содан кейін дәрежелі функция деп қарастырған дүрыс немесе керісінше.

§21. Негізгі туындылардың кестесі

1. С' = 0, С = const. 11. {a g x)= -----L - .
/ sin X

2. (х ) = ax“ ,a  e  R. , j
, j  12. (shx) =chx.

3. (%/x) = —ү - , (x > O) , ч'
2-s/x 13. (cfec) =jfer.

4. (a*) = a*lna, (0 < a * l) .  14. (thx ) = —

5. {e ) =ex. 15. (cthx ) = -----L—.
І Й  X
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2- X
, |х|<1.6. (loga x) = ^ j ~  (x > 0 , О с д ^ і )  16. (arcsinx) = -= L = =

j a y l ~ x
7. (lnx ) = —. j -j  (arccosx) = — p L  |x l

^ 7  1 1
8. (s in x )  = COSX. , ч’ 1

18. {arctgx) = т - Ц г -
9. (co sx ) = - s in x .

< 1.

1 0 . M '  = - L - .  19.
COS X

20. {Arshx)

21

'л / й 7 '

■ (|Л х)I) = f{x )s ig n f(x), мұндағы s ig n /(x) = {1 ’ егер ^ X)
[ - 1 ,  егер f { x ) <  0

22. (mv ) = uvv In и + vmv“V .

Дифференциалдаудың негізгі ережелері

I. ( u ± v j  = u '± v ’ 2. {uv)  = U'v + v ’u

3. ( c u )  = C U \ С  = const 4. J = U ’v - K ’u.

( C \  C V
5. ( j - J  = - — , С = const 6. O f e ] )  = /g

7. aaddy = /(x ) ; x = cp{y) болса.
xv

§22. Туындының геометриялық мағынасы

/  функциясы х0 нүтстенінің кейбір аймағында анықталсын (55-сурет). 
A(xfI, f ( x 0)) жэне B(x], f ( x ])) екі нүктеден өтетін L  түзудіқ теңдеуі мынаған тең:

х - х 0 y ~ f ( x  0)
х , - х 0 / ( х , ) - / ( х 0)

Бұл L  қиманың теңдеуін мына түрге келтіруге болады

(22.1)

У  = - Л і о) (х -  * „ )  +  / ( х 0). (22.2)
х, -  х0

Қиманың бұрыштық коэффидиенті мынаған тең

k = = tgfi, (22.3)
X, -  х0

Егер 5  нүктесі /  функцияньщ графигінің бойымен А нүктеге ұмтылса, 
онда L  түзуі А  нүктеден қисыққа жүргізілген Т  жанамаға үмтылады. Ал
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iirn Ш й — = f ( Xo) шектің шенелген

шегі бар болса, ол А нүктеден графикке 
жүргізілген жанаманың бұрыштық коэффициент! 
деп аталды. Сонымен / ( х ) функцияньщ х0 

нүктедегі туындысы графикке А  нүктеден жүр- 
гізілген жанаманың бүрыштық коэффициентіне 
тең, яғни

Д х 0) = lim — & о ) _ lim tgp  _ tga
*/-*•*« X j —  X q  x ~ * z 0

(22 .2) теңдеуден жанаманың теңдеуі шыгады:

У = / ' ( х о ) ( * - * о ) + / ( * < > ) ■

(22.4)

(22.5)

А нүктедегі графикке жүргізілген жанамага перпендикуляр түзу /  
функциясының осы нүктедегі нормалі деп аталады. Екі перпендикуляр түзудің 
бүрыштық коэффициенттері мына теңдікті қанагаттандырады

1 ___ 1К • кнор окт ~ '= > к тР = -
Ж ) '

Сондықтан нормалдыц теңдеуі мынаган тед

y  = j ( x ~ xo) + A xo) (22.6)

(егер Д х 0) ^ 0 ).

Мысал. у  = х 2 функцияга а (2,4 ) нүктедегі жүргізген жанаманың жэне 
нормалдыц теддеулерін табу керек.

Шешімі.
А хъ) = 4, х0 = 2 .у '  = 2х, у (2) = 4. Олай болса, у--у'(2)(х-2)+4^>у=4(х-2)+4=>

=>_у = 4 х - 4  жанаманың теңдеуі. Ал у  = — й—( х - 2) + 4=> у  = - \ ( х - 2 )  + 4=>
УК 2) 4

4у = - х  + 2 + 4=>х + 4 у - 6  = 0 - нормалдыц теңдеуі.

§23. Функцияньщ дифференциалы

Аныңтама. у  = /(х ) функциясын х нүктеде дифференциалданады дейді, 
егер оның осы нүктедегі есімшесін Ay = f ( x  + Д х)-/(х ) мынандай түрге 
келтіруге болса

Ay  = А А х  + o(Ax) (23.1)

мұндағы A  нақты сан (егер х нүктесі бекітілсе) жэне о(Дх) функциясы Дх -ке

қараганда жогаргы ретті аз шама, егер Дх -> 0 , ягни lim = Олх->о Ах
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Теорема. /  функциясы х нүктеде дифференциалдану үшін, яғни оньщ 
есімшесін (23.1) түрде жазуға болатын болса, осы нүктеде оньщ шенелген 
туындысының болуы қажетті жэне жеткілікті, онда А = f{x).

Жеткіліктілігі. f i x )  бар болсын, ягни lim = f ' ( x ) => = f ’(x)+  о(Дх)Лх-»0 Csx Z\JC
о(Дх)-> 0 егер Дх-»0, осыдан Д>' = f'(x ) /\x  + г(Лх)Дт => Дj  = /'(х )Д хн - о(Дх)

Мұндағы о (Д х ) = ^ (Д х )\х  егер Дх > 0. Онда функция 
дифференциалданады.

Қажетттілігг. /  функциясы х нүктеде дифференциалданатын болсын, 
ягни (23.1) формула орындалсын. Дх ^  0 деп алып теңдіктің екі жагын Дх -ке 
бөлеміз.

= А + ° ^ л ) , Д х->0. lim = Л = / '( х )  себебі lim = 0.
Дх Дх Д*->0 Дх '  ^ Дх-*0 Дх

Сонымен (23.1) формуланы былай да жазуга болады

Ay = f '(x )A x  + о(Ах) , А х-> 0  (23.2)

(23.2) формуладагы Дх -ке байланысты /'(х )Д х  сызықты функция /  функция­
ньщ х нүктедегі дифференциалы деп аталады да d f(x )  немесе dy символымен 
белгіленеді. Сонымен анықтама бойынша

dy = d f(x) = f\x )A x . (23.3)

Жалпы жагдайда A y^dy, тек сызықты функцияньщ өсімшесі мен дифферен­
циалы тең, ягни егер y  = ax + b болса, онда Ay = а Ах = dy . Дербес жагдайда 
у  = х  болса, dy = dx = Ах ягни тәуелсіз айнымалының дифференциалы мен

өсімшесі тең (dx = Дх).

Сондықтан кез келген /  функцияньщ дифференциалын былай жазуга 
болады

dy = f'(x )d x  => f '(x )=  , ягни 
dx

f  функцияньщ x  нүктедегі туындысы функ­
цияньщ осы нүктедегі дифференциалыныц х 
тәуелсіз айнымалыньщ дифференциалыныц 
қатынасына тең.

Дифференциалдың геометриялық мағына- 
сын анықтайық (56-сурет). Ол үшін у  = /(х )

функцияньщ графигіне А (х,у)  нүктеден AT  жанама жүргіземіз жэне осы 
жанаманыц х + Дх нүктедегі ординатасын қарастырамыз. Суреттен 
АВ = Ax,BD  = Ay. Тікбұрышты ABC үшбүрыштан



tga  = ^  => BC = tga ■ Дх

Туьшдының геометриялык мағынасынан tga=f(x). Сондықтан 
B C = f'(x)-A x. Бұл формуланы (23.3) пен салыстырып d y - B C  екендігін 
аламыз, яғни у = f ix )  функцияньщ х нуктедегі дифференциалы осы нүктеден 
графикке жүргізілген жанаманың х  + Д х нүктедегі ординатасының өсімшесіне 
тең.

Ал CD = BD -  ВС = Дy - d y  = о(Дх), Дх —> 0.
/  жэне g  функциялардьщ дифференциалдары үшін мына формулалар дұрыс:

d(a f ± p g )~  ad f ± fidg, a, ft e R. 
d (fg ) = gdf + fdg.

Дәлелдеуі. = ^ J  dx = ^ j J ^ d x  = & L A .

§24. Дифференциалды ж уы қтап есептеулерде қолдану

Дифференциалдың көмегімен /  функцияныц § х0 нүктеге жақьш х  нүкте- 
сіндегі мәнін есептеуге болады.
А /(х ) = d f(x )+  о(Дх) формуланы былай жазуғаболады
/ ( * ) -  f ( x<> )= / ' ( xoXx ~ xo)+ ° (x ~ x<>) ■ Мүндагы o(x-x0) мүшені алыптастасақ
шексіз аз шама деп, егер х —> х0, онда

Д / (х ) = d f (х ) немесе / ( х ) » / ( х 0) + / ’(х0Х х-х0) (24.1)

Осы формула арқылы функцияньщ х нүктедегі мэнін жуықтап есептеуге 
болады.

Мысал 1. у  = х2 функцияныц dy дифференцишіын А у  жэне өсімшесін
1. х  пен Д х -тің кез келген мзнінде
2. х -  20, Дх = 0,1 мәнінде табындар.
Шеіиімі, 1) У = 2х, Ду = / ( х  + Д х )- /(х )  = (х + Дх)2 - х г =2хДх + (Дх)2. 

dy = f '(х')Ах = 2 х ■ Ах.
2) Ау = 2хДх + (Дх) 2 = 2 • 20 ■ 0,1 + (0,1)" = 4,01. 

dy = 2х • Дх = 2 - 20 - 0,1 = 4.
Соньмен Ау - ті dy -пен алмастырғандагы болатын қателік 0,01 -ге тец.

Мысал 2. f ( x )  = sinx функцияньщ х = 46° нүктедегі мәнін жуықтап 
есептеңдер.
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Щешімі.

f '(x )  = cos x> Sin{x + A x)~  sm x + cos x ■ Ax, xa = —, Дх = x0 + Ax = — +

деп алып sin 46 = sm(^- + щ > )“  sin-ұ i- cos-j ■ = - ү  + ~ ү  • ~ 

да 0,7071 + 0,7071 -0,0175 * 0,7194.

Мысал 3. у  = lnx функцияньщ x = 1,1 нүктедегі мәнін жуықтап есептеңдер. 

Шешімі. х: = \,  Дх = 0,1. / ( х ) = •

/(х )«  f i x о)+ Г (х0)-Ах = ІпІ + ̂ —j  -0,1 = 0,1. Сонымен In 1,1 «0,1 .

Мысал 4. \[&12 жуықтап есептецдер.

Шешімі. f ( x )  ~ Vx функциясын қарастырамыз.

f '( x )  = j x  7, / ( х 0 + Дх)к f ( x 0)+ f ( xo)' Д^- Мүндағы х0 + Дх = 8,12, х0 = 8,

Дс = 0, 12, А ха ) = \ - ү  = -{2’ f { x о ) = 2 .

Олайболса / ( х ) « / ( х 0)+ / '(х 0)Дх = 2 + yL. 0,12 = 2 + 0,01 =2,01; \lSJ2 «2,01.

§25. Жоғарғы ретті туындылар

X -тің эрбір нүктесінде у  -  f { x )  функциясы дифференциалданатын 
болсын. Оның х е Х  нүктедегі туындысы g{x) = Д х )  тәуелсіз х-тің функциясы 
болсын. Erep g функциясы x нүктеде дифференциалданатын болса, онда оньщ

туындысы g'(x) = [/'(*)! тең, бұл туынды /  функциясыньщ екінші ретті

туындысы деп аталады да, f ’(x) деп белгіленеді. Сонымен f '(x )  = \f'ixf[.

Солайша /  функцияньщ үшінші ретті туындысы, / ”(х) = [/"(x)f тец. Тура 
осылай, /  функцияньщ п-ші ретті туындысы

f " ‘\x )  = [ / {пЛ х ) \. я = 1,2,..- (25.1)

Erep X -тің әрбір нүктесінде /  функциясы « рет дифференциалданса жэне 
/ ^ '( х )  функциясы А- -те үзіліссіз болса, онда / - т і  «-рет үзіліссіз 

дифференциалданады немесе С ^ " \х  ] кяасстагы функция дейді. Х -те 
анықталған үзіліссіз функциялар жиынын С [ х  ] деп белгілейді.

1-мысал. у  = х3 , у  = Зх2, у" = 3 • 2х, у "  = 3! = 6 , = 0.
~  кх f j  кх * j  2 кх (п) i п кх2-мысал. у  = е ,у  = ке у  -  к е у  = к е .
3-мысал. у  = sinx.
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у  = cos х = sin(x + f) у" = (sin(x + =  cos(x + -|)= sin(x + 2 - f )

y m = (sin(x + 2 • ^-)) = cos(x + 2 • £-)=  sin(x + 3 • у  )...., (sin x j n) = sin(x + n ■ £-] (25.2)

4-мысал. У = cos x  бұл функцияньщ n-ші ретті туындысы дэл 3-щі 
мысалдай дәлелденеді, яғни

(cos х )И  = cos {х + п ■ у ]  (25.3)

Теорема. Егер и жэне v С ^ " \х  ] классындағы функциялар болса, онда

(« + v ]f" ) =  iiW ± v W, (25.4)

(и ■ v)H = u ^v  + пы^~%' + ^ h*”~2V  +.... + им^ = J ]  (25.5)
2 ! m=0

(0) (0) и (и - 1) . . . .(и -т  + 1) ЙІмұндағы і г ’ = и, v — v , С = -*------^ -------------- - = — гг- — гг.
^  " m l  т\ ( п - т) \

(25.5) формула Лейбництің формуласы деп аталады. (Лейбництің формуласын
математикалық индукция эдісін пайдаланып дәлелдеуге болады).

5-мысал. у  = x3sinx функциясының 10-шы ретті туындысын табу керек. 
(/">  = ?).

Шешімі. Лейбниц формуласын пайдаланып и = sin х, v = х 3 - деп белплеп,

(25.2) формула бойынша (sinх)(|°* = sinjx +10 • у )= sin(x + 5я )  = -s in х ,

(sin х /9’ = sin(x + 9 • ̂ ] =  sin(x + у  + 4?г |=  sin(x + у  ]= cos х ,

(sin x f  = sin(x + 8 • у  ]= sin(x + An) = sin x ,

(sin x f  = sin(x + 7 • ̂  ]= sin[x + 4;r ~ yj= sin(x -  y)= -  cos x ,

v'= 3x\ v' = 6x, v” = 6, vJK = 0,...

y('°) = ̂ x3sinx)*10* = x3 -(smx)!10*+ 10-(x3) -(sinx)*^ +—~-(x3) (sinx)^ + —■ ^(x3) -(sinx)*7* 

= - x 1 sin x + 30x2 cos x + 270 x sin x -  720 cos x .

6-мысал, у  = x V * функциясының 5-ші ретті туындысын табу керек. 

(У(3)= ? ) .
Шешімі. и = е х, v = х  - деп белгілейміз.

I  ,  Ь  *  , 2  Здг да - ,3  З і  / У  0 4 3 *  (5 )  3 *и =3е , и =3 е , и =3 е , и = 3 е , и = 3 е 

v' = 2x, v - 2 ,  v" = 0,...
Лейбниц формуласы бойынша

у(5) = (x V f>  = x V f  + i 2) V f + H W V f  = з5 • xV 1 + 10-34-хй* + 20- З3 • е3'.
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§26. Параметрлік түрде берілген функцияньщ туындысы

у  -пен х-тің арасындағы байланыс t параметрі арқылы берілсін, яғни 

х = (p it)
/ м  ( feT)  (26.1)

y  = y r ( t)  J

Осы түрде берілген функцияны параметрлік түрде берілген функция деп 
атайды. Егер у  = с,»(/) функциясының кері функциясы бар болса, ягни / = <р '(х), 
онда у = iy(<p~'(х)) = f ( x )  деп түсіну керек. Демек, у  = f(x )  функциясы (26.1) 
теңдіктер t параметрі арқылы берілген болып шығады.

Енді (26.1) арқылы берілген функцияның туындысын табу керек.

Анықтама бойынша v ' = , dy = ц/ ’(/ ) d t , dx = < p'(t)dt.
dx

, = = 4 4  немесе y\ = (26.2)
9»(0df РІО <p(t) v

Енді (26.1) функциясының екінші ретті туындысын табайық. (26.2) теңдіктен 
параметрлік түрде берілген жаңа функцияньщ теңдеуін аламыз, яғни

х = <p(t)
'Ь і  
/( /)

Олай болса, у ’, - (26.2) формула бойынша табылады

t o j  
(0

Тура осылай, егер у(":Р белгілі болса, онда

. _ y/\(t) _ y<p{t)), _ i//\t)<p\t) -  <p\t)y/(t) „
y~ ~ v X 0 ~  <pit) ~ Ш  ( )

( j" - ’) у
уМ = І ^ І  „ = 1,2,... (26.5)

xi
fx  = cos t

Мысал. I _ .  ̂ функцияньщ екінші ретгі туындысын табу керек.

Шешімі. (26.2) формула бойынша ух = = ctgt.v ^  r  J <р(/) (cosг) -s in /

'  Wtt) _ sin2/ = ___1_
(»'(/) (cos/)' - s in / sin3/(26.4) формула бойынша y„ -  , -  ......, -  _ ■ -- -------. 3

§27. Айқындалмаган функцияньщ туындысы

у  = f ( x )  функциясы айқындалмаган түрде берілсін

F(x,j/) = 0 (27.1)
ill



(27.1) теңдеуді х бойынша дифференциалдап жэне оны у '  бойынша шешіп 
функцияньщ бірінші реггі туындысын табамыз. Бірінші туындыны х арқылы 
дифференциалдап айкьшдалмаған функцияныц екінші ретті туындысын 
табамыз. Екіяші туындыны х,у  және у '  аркылы өрнектейміз. Ал у ' орнына 
табылған мэнді қойып, >’"-ты х жэне у  арқылы өрнектейміз. Тура осылай 
үшінші және л-ші ретті туындыларды табамыз.

1-мысал. х2 + у 2 = 1  айқындалмаған функцияныц үшінші ретті туындысын 
табу керек.

Шешгмі. хг + у 1 - 1  = 0 теңдеуін х арқылы дифференциалдаймыз.

, / 2 а
2х + 2у• /  = ()=> у  = -•£. Әрі қарай у  = — ~ - = -------- +з*~ = —

У У У У У

себебі х2+ уг = 1 . у” = £■ 1 = -Щ .
У У V у ) у

2-мысал. у в -  у  -  х 2 = 0 айқындалмаған функцияньщ бірінші ретті 
туындысын табу керек.

Шешімі. 6у5 -.у - у  -2 х  = 0. у'(6у5 - 1) = 2х. у  =—т5—.
6у  -1

§28. Ж оғарғы  ретті дифференциалдар

У ~ / ( х) функцияныц х нүктесіндегі дифференциалы /  функцияныц осы 
нүктедегі туындысын тәуелсіз айнымалының дифференциалына кебейткенге 
тец

d f = f'(x)dx. (2В Л)

Функцияныц бүл дифференциалын бірінші ретті дифференциал деп атайды. 
Функцияныц екінші ретті дифференциалы деп бірінші ретті дифференциалдың 
дифференциалын айтады жэне d2f  деп белгілейді, яғни d2f = d d f  \ Ушінші ретті 
дифференциал деп екінші ретгі дифференциалдыц дифференциалын айтады, 
яғни d3f  = d(d2f ),..., d nf  = d(d"~'j).

Erep x тәуелсіз айнымалы болса, онда оныц дифференциалы dx х-ке 
байланыстыболмайды. Сондықтан (dx)' = (dx)" =... = (dxy"] = 0 болады. 

d f  = f'(x)dx

d 2 f  = d(f'(x)dx) = (f'(x)dx)'dx = f\x )d x 2 + f'(x)(dx)'dx = f\x )d x 2

- d3f  = d(f\x)dx2) = f \x )d x 3 (28.2)

d"x = f <‘n)(x)dx"

Енді х-ті t параметріне байланысты функция деп қарастырайық, яғни х = <p(t), 
t еТ . Онда у  = f ( x )  = f(<p(t)) күрделі функция болады. Осы функцияныц диф-
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ференциалын табайық.
dy = y\ d t -  у  • x' ■ dt -  y[dx, мұндагы dx = x ,d t. ■■■ .,

Бұл жагдайда

dy = y\dx  = f { x ) d x .  (28.3)

(28.1) жэне (28.3) формулалардың түрлері тең болғандықтан, бірінші ретгі 
дифференциалдың формаларының инварианттылық қасиеті сақталадьі дейді. 
Инвариант деп кейбір түрлендіруде өзгермейтін шаманы айтады. (28.1) 
формулада dx = Ax , ал (28.3) формулада dx = x'dt . Ал күрделі функцияньщ 
жоғаргы ретті дифференциалыныц форма бойынша инварианттылық қасиеттері 
сақталмайды. Шынында да у = f ( x ) , x = <p(t) болсын, онда

d \ f  = d (d f ) = d { f ’dx ) = f ' J x 1 + f ’d 7x  (28.4)

Erep x  тәуелсіз айнымалы болса, онда

с12/  = / Ж  (28.5)

(28.1) жэне (28.5) формулалардан екінші ретті дифференциалдьщ форма бойын­
ша инвариантты еместігі керініп гұр.
Жогаргы рет т і дифференциалдардыц цасиеттері:

1. d n(u ± v ) = d nu ± d "v
2 . d"(cu) = cd"u,c = const

3 . d"(u ■v) = Y jC™d n~mu ■ d mv ( мұндагы d°u = u{0)dx° =  и, d°v = v®dx° -  v ,
m - 0

Cn = —-----  ml----------" теРУ саны-

Мысал. у  = Зх3 + 2x2 +1 функцияньщ екінші ретті d2y  дифференциалын 
табу керек.

Шешімі. Берілген функцияны біртіндеп дифференциалдап, (28.2) формула 
бойынша

dy = f'(x)dx = (9x2 + 4 x)dx, 

d 2y = f \x )d x 2 = (18x + 4)aE>c2.

§29. Ф ункцияны ң твңіректік  экстремумы

Аныцтама. Егер S>  о деген сан табылып, х0 нүктеніц S маңайындагы 
барлық х үшін мына геңсіздік орындалса

f ( x )  < f ( x 0), Vx 6 U(xa ,8 )
( / ( x ) > / ( x 0), Vx e U(x<>,8')\

онда x 0 нүктесі /  функцияньщ төңіректік максимум (минимл’м) нүктесі деп 
аталады.

из



Функцияньщ төціректік максимумы немесе 
минимумы функцияныц төңіректік экстремумы 
деп аталады.

Мысалы, 57-суреттегі х,, х 3 - төңІректік 
минимум нүктелері, ал х2,х 4- төңіректік 
максимум нүктелері, ал а жэне b - біржақты 
төңіректік экстремум нүктелері.

1. Ф ерма теоремасы. (a,b) интервалында 
анықталған /  функцияныц ха е (а,Ь) нүктеде

а х, X,

57-сурет

төціректік экстремум болсын. Егер бұл функцияныц % нүктеде шенелген 
туындысы f ( x 0) бар болса, онда f '(x Q) = 0 болады.

Дәлелдеуі. Анығырақ болу үшін, х0 нүктеніц U(x0) мацайында анықталған 
/  функцияға х 0 нүктесі теціректік максимум нүктесі болсын, ягни

Vx 6 U(x0), А хо) * fix).

Туындының анықтамасы бойынша

Лха + Ах) -  Дх0)

(29.1)

Д*«); limДі-*0 Ах

х0 + Дх e U(x0) , олай болса (29.1) бойынша Дх0 + Дх) < Дх0). 
Л хо + Ах) -  _Дх0) < 0 , Дх - ке байланыссыз. Егер Дх > 0, онда 
ftx  A г) — fix )

— 6-------------- — < 0 , осыдан егер Ах О, мынандай тецсіздік аламыз.Ах

А х  о) -  о

Егер Дх < 0, онда — ^ 0 > 0ВДа Ах -> О

Д*о) > О

(29.2) жэне (29.3) формулалардан

Ж )  = о

Ферма теоремасының геометриялық 
магынасы.

Егер х0 е (а, Ъ) нүктесі функцияныц 
твціректік максимум немесе минимум нүктесі 
болса жэне / ( х 0) бар болса (58-сурет), онда 
(х0, Д х  о)) нүктеден графикке жүргізілген жа- 
нама О Х  өсіне параллель болады. 58-суретге 
(х ,,/(х ,))  нүктеден графикке жүргізілген 
жанама ОХ  өсіне параллель.

Осыдан

(29.2)

(29.3)

(29.4)
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2. Ролль теоремасы. /  функциясы 1) [а,й] кесіндісінде үзіліссіз; 2) 
(a,b) интервалдың әрбір нүктесінде дифференциалданатын; 3) fia) = АЬ) 
болса, онда {a,b) интервалынан / '( £ )  = 0 болатын ең кем дегенде бір ^  e (a ,b )  
нүктесі табылады.

Дэлелдеуі. Erep fix) = С = const болса Vx е [a,b], онда f{x B) -  0, Vxe[a,b] 
Теорема дәлелденді. Сондықган, функция \a ,b\ кесіндісінде түракты болмасын 
дейік. \a ,b \ кесіндіде үзіліссіз функция Вейерштрасстың екінші теоремасы 
бойынша өзінің ең үлкен және ең кіші мәніне осы кесіндінің қайсібір 
нүктелерінде жетеді. Функция кесіндіде үзіліссіз болғандықтан оныц максимум 
немесе минимум болатын нүктесі осы кесіндінің ішкі нүктесінде жатады. Бұл 
екі нүкте \a ,b \ кесіндінің шеткі нүктелері болуы мүмкін емёс. Себебі олар 
шеткі нүктелер болса max f ( x )  = m in f ( x )  = f ( a )  = f ( b)  болады, теореманың

xe\a,b\ л е [а ,б ]

шарты бойынша, fix ) = С = const болады, олай болуы мүмкін емес. Сондықтан 
х, жэне х2 (максимум жэне минимум) нүктелердің біреуі міндетті түрде (a.b) 
интервалында жатады. Ол нүктені 4 деп белгілейік. Осы нүктеде функцияньщ 
төціректік экстремумы бар. Теореманьщ шарты бойынша / '( # )  бар. Ферма 
теоремасы бойынша бүл туынды нөлге тең, ягни f ' ( i )  = 0. Теорема дәлелденді. 
Теоремадағы үш шарттардың ең кем дегенде 
біреуі орындалмаса, теорема тұжырымы орын- 
далмайды.

1-мысал. /(* )  = |х|, х е [ - l,l] функциясын 
қарастырайық (59-сурет). /( -1 )  = /( і) . Шеткі 
нүктелерде функцияныц мәндері тең, бірақ 
/ (# )= 0  болатын нүкте жоқ ( £ е ( - 1Д)), себебі 
х  = 0 нүктеде функцияныц туындысы жоқ. 59-сурет

f х  0 ^ х  1
2-мысал. fix) = •! ’ ~ j функциясын қарастырайық (60-сурет). / ( £ ) = 0

болатын нүкте жоқ, себебі функция х  = 1 нүктеде үзілісті.
3-мысал. / ( * ) =  х, х  е  [0,l] функциясын қарастырайық (61-сурет). Бұл 

функцияньщ да [o,l] кесіндіде f(% )=0 болатын нүктесі жоқ, себебі кесіндінің 
шеткі нүктелерінде функцияныц мәндері тең емес, яғни / ( 0) ^  / ( 1).
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3. Коши теоремасы. /  жэне g  функциялары 1) [а, Ь ] кесіндісінде 
үзіліссіз; 2) (a,b) интервалдың әрбір нүктесінде туындылары бар; 3) (a,b) 
интервалдың барлык нүктелерінде g'(x) * 0 болса, онда g е (a,b) нүктесі

табылып

= Ы а ,Ь) . <29«
g(o) -  g(a) g'(£) v ^

теңдік орындалады.
Дәлелдеуі. g(a) ф gib) болсын, егер олар тең болса ең кем дегенде бір 

g е (a,b) нүктесі табылып § ’(£) = 0 болған болар еді, теореманың шарты 
бойынша олай болуы мүмхін емес. Енді косымша

Ғ(х)  = f ( x ) - X g ( x )  (29.6)

функциясын қарастырайық. Белгісіз X параметрді Ғіа) = Ғ(Ь) болатындай етіп, 
таңдап аламыз, яғни

Д а) -  Xg(a) = ЛЬ) -  Xg(b) => X[g(b) -  g(a)]= ЛЬ) -  Д«)

x =m m  ^
Енді F  функциясы Ролль теоремасыньщ барлық шарттарын қанагаттандырады, 
сондықхан £, е (а-Ь) нүктесі табылып F '(^)=  0 болады. Осы шарттан

П * ) = Л * ) - ^ ( * ) = > Л Й - ^ ( Й  = 0=»А = ^  (29.8)
g(£)

(29.7) жэне (29.8) теңдіктердің сол жақтары тең, олай болса олардың оң
т - А а )  л  ажақгары да тец Щ ^ ) = ^ §  болады.

Е С К Е Р Т У .  (29.5) формула а<Ь  жэне а > b үшін де дұрыс.

4. Лагранж  теоремасы. (Орта мэн туралы теорема), f i x )  функциясы 
[«>&] кесіндісінде үзіліссіз жэне (а,Ъ) интервалдьщ әрбір нүктесінде туындысы 
болса, онда осы интервалдан ең кемінде бір f  нүктесі табылып, мына теңдік 
орьшдалады

Kb) -  Да) = f'(€)(b -  а) (29.9)

Дәлелдеуі. Қосымша Ғ(х) = f i x ) - Ях функциясын қарастырамыз. Мұқаағы 
X парметрін Ғ(а) = Ғ(Ь) болатындай етіп таңдап аламыз, яғни

Да) -Я а  = АЬ) -ЯЬ=> Л = (29.10)

Ғ(х)  функциясы Ролль теоремасыныц барлық шарттарын қанагаттандырады, 
сондықтан ^ е (a,b) нүктесі табылып F'(^) = 0 болады. Осы шарттан

Л 3 - Л  = 0=>А = Ж )  (29.11)

не



(29.10) жэне (29.11) тецдіктердің сол жақтары тец, олай болса

Ж ) =  Л \ - г 5д)-  => ЛЬ )  -  А а)  = А Ы Ь  -  а).

Теорема дәлелденді, Бұл теорема Коши теоремасыныц g(x) = л болғандағы 
дербес түрі.

Лагранж теоремасының геометриялық магы- 
насы. f ( x )  функдиясының графигінің A (a ,f(a )) 
жэне B(b,f(b)) нүктелері арқылы АВ  хордасын 
жургізейік (62-сурет). Онда AАВВ1 үшбұрыштан

'̂ ЬЪ~- = tg/) ' (29.12)
Ал /'{£,) туынды (£ /(£ ))  нүктеден графикке жүр- 
гізілген жанаманың бұрыштық коэффициенті, яғни f ( ^ )  = tga. Онда (29.12) 
теңдікті былай жазуга болады tg a  -  tgfi.

Сонымен (a,b) интервалынан бір £, нүктесі табылып, сол нүктеден график­
ке жүргізілген жанама АВ  хордага параллель болады. Ал берілген графикке 
абсциссасы жэне £, болатын екі нүктеден жүргізілген жанама АВ -га 
параллель.

§30. Лопиталь ережесі

I, (о ■ on) (yj -  со), (оо0), (г) (о0) түріндегі анықталмагандық-fo

тарды есептеуге Лопиталь ережесі жиі қолданьшады.
1-теорема, /  жэне g  функциялары дг0 нүктенің кейбір аймагында, мүмкін 

х0 нүктеден басқа барлық нүктелерінде, үзіліссіз жэне олардың туындылары 
бар болсын. Осы көрсетілген аймақта g(x) * 0 және g'(x) t- 0 болып,

lim f ( x )  = lim g(x) -  0 (30.1)

теңдіктері орындалсын. Erep lim бар болса, онда Hm ----- бар болады 

жэне мына тевдік орындалады

lim = lim, Л*)
'о g(x)

(30.2)

Дэлелдеуі. f  жэне g функциялары хй нүктесінде /(х0) = g(x0) = 0 болсын 
деп анықтайық. Онда олар х„ нүктесінде де үзіліссіз болады да [г0, х] кесіндіде 
Коши теоремасының шарттарын қанагаттандырады, ягни 

А х )  _ fix )  -  /(х 0) _ f { x )  
g{x) g ( x ) - g ( x 0) g ’( x ) ’

Егерде x x0, онда £ x0 үмтылады, олай болса
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lim 4 4 ,  lim ш  щ
f-* . g i £ )  ^ 4 g ( x )

1 - E C K E P  ТУ.  Лопиталь ережесіндегі (30.2) теңдіктегі Hm

щектің бар болуы қажетті.
i 1х cos —

Мысал. lim--------— = 0 . Енді осыған Лопиталь ережесін қолданайық.х

x2c o s i  (*2coSj  j 2xcos U s m *  
lim-------- = lim-----------= lim-------------- --------- — = lim 2x cos J- + lim sin — = lim sin -L.
Д -+ 0  X  J t-^ 0  ( x )  * - * 0  1 J t-+ 0  X  x -» Q  X  * - > 0  X

Бірақ lim sin J шегі жок.
x— > 0 X

2 - E C K E P T  У. Егер (2.2) теңдіктің оң жағындағы қатынас ^

түріндегі анықталмаған болса жэне f ' ( x \  g'(x) функциялары 1-ші теореманың 
шарттарын қанагаттандырса, онда

Ит Ж  = 1іш 4 ф 1 іт / | ф
*->*« « W  *-**0 g  (х ) g (х )

Мыеал. lim - ~ c°s— = ІіітД1- ^ ^  = кт ^»1£І = ЦщАВЛ = 1 .
^  x *-*e (x )  *->0 (2x) *-“> 2 2

2-теорема. /  жэне g  функциялары x0 кейбір аймағында үзіліссіз жэне 
туындылары бар болсын жэне

lim Дх) = lim g(x) = со.
Х -* Х 0 Х-*Х(1

Осыаймақта g(x) жэне g'(x) нөлге тең болмасын, ягни g(x)± 0 , g'(x) * 0.

Егер lim бар болса, онда lim бар болады жэне мына теңдік орында- 
g(x) g(x)

лады

lim 4 4 = lim 4 4  *~*4g(x) ‘-->4 g (x )
(Дәлелдемейміз).

3 - Е С К Е Р Т У .  1. (O-oo) түріндегіанықталмағандыэркашанда (®)

немесе (^j түріндегі анықталмагандарға келтіруге болады, ягни оған да

Лопиталь ережесін қолдануга болады. Егер ұмтылганда
Лх)~>0, g(x)-> оо ұмтылсын, онда

f(x)g(x) = немесе f(x)g(x)  = у  = f £

g(x) f
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2. х -> x0, Д х) -* 0,g(x) -» 0 , /*  = e*ln/ -> e'0̂
3. x -» x0, f i x )  -» l,g(x) -> oo, /*  = e*l0/ ->

4. x -»  x0, / (x) -> =o,g(x) -> 0 , / *  = e*'”/  -*  e<0“*

5. x - > x 0, Д х )-> со , g (x ) -> c o , / - g  = -j----- i- = J .— ^ - » ( | ) .

/  8 f  g

Мысал. 1) = І іт ^ Ц )-  = lim—~ r  = 0, V a>  0.
'-*• x x->* jx= ) * ax

2) lim = О, V аг > 0, a > 1. 
a

§31. Тейлор формуласы

Егер у  = f ix )  фукнциясының х0 нүктесінде туындысы болса, онда оның 
өсімшесін мына түрде жазуга болады

Ду = А Ах + о(Дх), Дх —» 0. 
мүндагы Дх = х -  х0, Ay = /(х )~  f ( x 0) у0 = f[ x a\  А = / '(х 0) ягни

Л х) = Дх0) + Л (х -х 0) + о (х -х  0) (31.1)

Егер 1\{х) деп мынандай сызықты функцияны белгілесек:

/?(х) = Д х0) + А ( х -  х0) (31.2)

/(х) = Р,(х) + ° (х _ хо)> х -> х о онда (31.3)

^і(хо) = Л хо) , ^ о )  = А = Д хо)- (31-4)

х0 нүктеде /(х) функцияньщ п -ші ретті туындысы болсын, онда осы 
функцияны

/ ( х ) = рі х )+°((д:“ хо)г')  (31-5)

түрде жазуга бола ма? Мұндагьі Р„(х) белгісіз п -ші дәрежелі көпмүшелік жэне 
ол мына шарттарды қанағаттандыратын болсын

/ ( хо)=  -Р„(хо ) / '( хо)= К іхо ) / " ( хо)= / ”’(хо) = / '1",(хо) (31-6)

Бүл белгісіз кепмүшелікті мына түрде іздейміз

рХ х ) = А  + А (х - хо)+ Аг( х - х аУ + .... + А „ (х -х 0У (31.7)

Белгісіз А 0,А п .... , Ап коэффициентгерді(31.6) шартгардантабамыз:

/ ( хо)= К хо)= Л  => А ■= / ( хо)
^ '(х ) = 4  + 2Л (х - хо )+ 34 ( х - хо) 2 + ■■■ + пА„{х-х(1У ' => Р„'(х0)=  4 ,  Л, = / '( х 0)

Р„Тх) = 2Л2 + 3 -2 ■ А ( х -  х о ) +  + п(п - і ) А п(х -  х0Ү~2. Осыдан
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P„(n)(x) = п !Ап, Р„(" \х0)=  n f-A„,=> Ая = ■

A 0 ,A t ,...... А п коэффициенттердің мэндерін (31.7) формулаға қойсақ,
мьшандай көпмүшелік аламыз

т  = ж ь -  *о)+ + . . .+ І ^ ( *  -  ^ у .  (31.8)

(31.8) көпмүшелік f ( x ) функцияньщ Тейлор көпмүшелігі деп аталады. Енді 
осы көпмушеліктің (31.5) шартты қанағаттандыратындығын көрсетейік, ол 
үшін

rn(x  ) = f i x  ) -  p„(x ) (31.9)

деп белгілейік. гп(х )  функциясы хв нүктеяің кейбір маңайында f ( x )  функция­
сын Р„(х) көпмүшелікке алмастырғандағы қателік деп аталынады, (31.6) 
шарттардан

Ф о ) = '-Х*о ) = гХ хь ) = . . . =  г^Х х , ) = 0 . (31.10)

Енді г„{х) = о((х -  х0 У ) х -» х„ немесе lim - у ^ Х\ - ;  = 0 екендігін көрсетейік.
" ' • { x - x j

Ол үшін анықгалмағандыққа п рет Лопиталь ережесін қолданамыз.
(x - x j

Онда мынаны аламыз

r  r n (X)  r  rn(x )  I- ГІ ” ‘Қ Х)  v rf " 4 x )  nhm ■ - — = lim —— = ... = lim —7— = lim ———  = 0 .
(x -  x0)  n(x  -  x0) '-»■ л!(* -  x0j  *->*0 nX

Сондықган o((x - x 0f ) ,  x —> xlT Сонымен мынандай теорема дәлелденді.

Теорема. Егер /  функциясы х0 нүктенің кейбір аймагында аныкталса 
жэне осы нүктеде п- ретті туындысы болса, онда х -> х0 ұмтылғанда мына 
формула орындалады:

Лх) = Д*о)+ ■ -  *«)+ ̂ ) ( х - x J  + ... + Л ^ ( х  -  хау + о((х -  х0у ) 

немесе Л х) = ^ ~ -  j r ° \ x ~ x j  + о ( ( х - х аУ), / (0)(х0)=  / ( х 0), 0 != 1 . (31.11)
А=0 Л-

(31.11) формула, қалдығы Пеано түріндегі, и-ші ретті Тейлор формуласы дегі 
аталыяады. Мұндағы r£x)=  f ( x ) ~  Р„(х) = о((х -  хв ) ')  х х5 - Пеано қалдық 
мүшесі.
Лх = х -  х0, х = х0 + Дх, f ( x 0 + Дх)-  /  (х0) = Д/(х0) деп белгілесек, онда (31.11) 
формуланы мына түрде жазуға болады

¥ M = f X x J t e  + ̂ ^ A x 2 +... + ̂ ^ А х "  + 1 ( & х ') = £ ^ & А х ‘ + і (АхГ). (31.12) 
21 п\ ы к\

Л'(хо)= 2Лг => А 7 = —-jjT  ̂= ^ сы пРОцесстерді жалғастырьш
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Erep x,; = 0 болса, онда Тейлор формуласын Маклорен формуласы деп атайды 
ягни

/ w , / ( 0 +...+£ ® , -  +ф - ) ,±r@ x. + i «^0 (31.13)
7 w  w  1! 2! и! Һ  kl х J }

§32. Тейлор формуласындағы Лагранж қалдық мүшесі

/ і х )  функдиясының х0 нүктенің кейбір маңайннда и +1 -ші ретті үзіліссіз 

туындысы болсын. ^ (х  )  = ( x - x 0)f+l деген жаңа функция енгізейік. 

g(x0)= g '(x0)=  ... = g (,,)(x0)=  О, ал g ("*l)( x ) =  (и + l)< *  0 екендігі анық. 
rjx)=  f ( x )~  Рп(х) жэне g (x )  функцияларына Коши теоремасын қолданайық. 
Онда (31.10) шарттарды қолданып мынаны аламыз:

Ф )  = Ф ) ~  Ф о )  _ Ф і )  _ Ф , ) ~  Ф о )  _ Ф г )  _  _ г}"\хп) _

мұндағы х, е (х0, х ) х2 е (х0, х,) . . . ,  х„ е  (х0, х„„,) |  е (х0, х„) с  (х„, х )  

g{,,*'\^) = (и + 1) | ,  /-„(',+’) = / {"+1>( ^ ) - 0  = / (п+1>(#) болгандықган

i t* )  (и + 1)! (и + 1) ! Немесе

^(•*)=  f  I  -  * о Г -  *0 < f  < *• (32.1)(n + 1)!

(32.1) функция Тейлор формуяасының Лагранж түріндегі қалдық мушесі деп 
аталынады. £ нүктесін мына түрде де жазуга болады

£ = х0 + #(х -- х0) 0 < Ө < 1. (32.2)

Сонымен Тейлор формуласын былай жазуга болады

fix )  = /(* „ )+  -  *„)+ - + -■ + -  ХоУ +

= <3Z3) (я + l) !  t?o *• (и + 1)!

Егер / ^ ”+^(дг) функциясы х0 нүктеде үзіліссіз болса, онда х0 нүктеніц кейбір 
маңайы табылып, [х0 -  Д х0 + <5] кесіндіде бүл функция үзіліссіз болады. Олай 

болса осы кесіндіде f i n ' \ x )  функция шенелген, ягни

| / ("+,̂ (х |<  М п, Vxe[x0 -<S, х0 + ̂ ].
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Сонымен \гя( х  }  =  |* -  Ч  Г+' * Iх ~ *о Г- (32.4)

Бұл (32.4) теңсіздікпен и-»°о ұмтылғанда гп(х) функциясын бағалауға болады.

§33. Негізгі элемента р функцияларды Тейлор (Маклорен) 
формуласы арқылы жіктеу

1. /(x )= s in x  функциясын Тейлор формуласы арқылы жіктеу жолын 
көрсетейік. Бұл функцияньщ m-ші ретті туындысы бар, яғни

=<sin = sin( * + m -2 L„=sin(w f  )= {/1 егер m 2k( - i f ,  егер m = 2k + \. 

3 5 .  4  2n+] /  \
Сонымен sin х = Х "-|т + ^ г - . . .  + ( - 1 г 7- ^ — г- + о(хп+ ) x - * 0 .3! 5! v ’ Гэи + і)! v '

(331>

2 .д > ) = « » х .  17P ” = 2i .+ l

Сонымен cos x = 1 -  —  + - — ... + ( - 1)‘ - A v  + i (x’”" )l 
2! 4! V '  (2и)!

Со8 х = ^ ( - і Г щ 7 + / ( х ^ )  0!= 1. (33.2)

3. /(* )= * * , / (" н . 0= И " }ь ^ і „ 0 = і-

/ (* )= 1+п + і Ь - - + й +0И = 2 і М * л) (33-3>

4. Д х )= е-',. / (”Ц  - И 1  = ( - і Г ^ |  = ( ^ і г = { 1 егер т=2к
ы=0 Іх=о Іх=0 1 егер т -  2к  +  1.

/ ( * )  = I -  + £  -  ... + ( -  i y  £  + o(x")= g j [ -  I f  £  + o{x") (33.4)

5. f ( x )  = shx = e e болғандықтан (33.3) пен (33.4) мүшелеп алып 2-re 

бөлеміз, сонымен
ү 3 г 5 г 2п+1 / % ” Г2І+1 / \

shx = !  + —  + — + -- + Т--------г -  + о(х2"+2)= У 7------- г -  + о(х2"+2) (33.5)
3! 5! (2и +1) ! V ’ Һ  (2к + 1) ! V /  К

6 . f ( x ) = сһх = ~ ~̂ е болгандықтан (33.3) пен (33.4) мүшелеп косып 2-ге 

бөлеміз, сонымен
х 2 х 4 сһх = 1  + --- + ----+ ... +
2! 4!
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7. f ( x ) =  (l + Х У> a  e  R.
Егер а  натурал сан болса, онда бүл функцияньщ жіктелуінен Ньютон 
биномыныц формуласын аламыз. Қалдық мүше нөл болады. Сонымен а  кез 
келген накты сан болсын.

/^ ( х ) |  = а(а - i j a -  2 )...(а -  т + lXl + xJ,“'"| о = а(а  - т  + 1)

Олай болса

(l + x y  = i + g t  + £ % i ) x* + + ... + ) Х- + 0Ы
2 ! 3! (и + 1)!

х —> 0, п = 0,1,2,... (33.7)

= - 1,8. /(* )  = 1п(1 + х \  / ( 0)=  0, f ' ( x ) l o = = 1, 0 = - ф у

Л ^ - = (11Й У  = 2!’ / ' К(°)| = - 3!- -  / W( 0 ) = ( - i r ’(m -l) ! -  (33.8)

Сондықтан

ln(l + x)= + —  - . . .  + ( - і)"+1̂ -  + о(х"). (33.9)

§34. Шектерді Тейлор формуласы арқылы есептеу

>• 6)gj түрдеп аныкталмағанды қарастыраиық.

1іт = (п) мұндағы Ит f ( x ) =  lim g(x)=  0 .х g \X )  Ч) '  г X >х„

/  және g  функцияларын х0 нүктенің аймағында Тейлор формуласы 
бойынша жіктейміз, олардьщ нөл емес тек бірінші мүшесін аламыз, яғни 

f { x )  = а(х -  х0У + о((х -  х0У ) а *  0 . 

g ( x ) — b(x -  x0f  + о((х -  х0)”) b * 0 .

шп Щ  = нш ф - ^ ^ - : З І ) = ^ Нт (я _ : 
■*-»*» g(x) б(х -  хУ + о((х ~ Х0У ) Ь х-*ч

0 , п > т

Ц-, п - т  Ь
оо, п < т .

Көпшілік жағдайда элементар функциялардың дайын жіктеулерін 
пайдаланады. Сондықтан, егер х0 *  0 болмаса, онда t = x - x 0 деген 
алмастыру жасалынады. Бұл жағдайда х -> х0 үмтылса / —> 0 үмтылады.

Егер х —> со ұмтылса, онда t =А алмастыру керек, онда г -> 0.

2. Егер j * ]  түрдегі анықталмағандык болса, оны [ түрдегі анықталмағанға
W  W

келтіруге болады. Сонымен барлық Ода, ос-со, о0, Г, °о° анықталмаған-
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дықтарды да [9 j анықталмағанға келтірүге болады,
loi

1-мысал.

lim— -2x.
*->o x-sm x

e = 1 + x + ~  + + dx3) 
2 6 4 '

- - i-x + 4 -4 + < {x ]2 6

s m x -x -~ -  + 
6

<{x4)

l+x + ̂  + ̂
= lim-------- *----2-

*~>0
- 4 4 і+ х - ± . +&.+ 

_____ 2 о - ° И - 2x

x - x  + ̂ r + dx4)x_
6

ix*+<Jx})
= lim—v--- ;—-= lim

2 +

hc(x4) x-tO f i  үl+ C\X 
X

= 2.

2~мысал.

sin x
limf -L------ L— j = (оз -  аз) = lim sin- * xr-.nl „ J x2s[n 2x 4)' *-+o

X -  — + ol

- \  + 0ix4) T
= £ ? . р р п з д г  3-
З-мысал.

' И  

¥ ^ Щ

liml *->0' x
11 „siE*

^lime* '  ;x->0 lim!x->0\XЛ JC '  v '

-  lim ■?-(* ) = 0 . Сондыктан lim f^-^V  =
x~+0 X  ^  X  ?

( i  in smx )=]im =]jm ^ A ± A i 1 ))=
VJC X  /  JJC t  x-*Q X

e° = l.

§35. Дифференциалданатын функциялардыц т^рақтылыі ы, 
өсуі жэне кемуі

1-теорема, (функдияның тұрақгылығының критериі)
/ ( х )  функциясы:

1) берілген кейбір ақырлы немесе ақырсыз аралықта анықталсын;
2) осы аралықтың барлық ішкі нүктелеріндегі туындысы нөл болсын;
3) осы аралықтың соңғы нүктелерінде үзіліссіз болсын.
Онда/ (х) функциясы осы аралықта тұрақты.

Дәлелдеуі. Ух],х1 е [а,л] жатсьш, онда [х, х2 ] кесіндіде Лагранж 
теоремасьшың шарггары орындалады, яғни

А хі) -  f i x і) = f l b ) ( x 2 -  х,), / ( £ )  = О, 4  е (х„ х2).
Олай болса Ух„х2 нүктелері үшін fix,) = Дх2) => / (* )  = const.

2-теорема. (Функцияның өсуінің критериі).
[e,ft] кесіндіде (a <b) f ( x )  функциясы үзіліссіз жэне (a,b) аралығында
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т у ь ш д ы л а р ы  теріс емес (оң) болсын, онда функция бұл кесіндіде кемімейді 
(өседі)-

Дэлелдеуі. a <х1< х2 <b болсын, онда [х,,х2] кесіндіде Лагранж 
теоремасының шарттары орындалады. Сондықтан

А х г) ~ А х і) =  / Ч 1 Х2 ~ ХЛ  4  е  (*і>х г )  (35.1)
тендігі дүрыс. (а,һ ) аралығында /'(х )>  0 болғандыкган, f '(<!;)> О болады, онда
(35 .1)теңдіктен / ( х 2) - / ( х , ) >  0 .Сонымен кез келген х2 > х, үшін f ( x 2) > Д х ,) 
яғни функция кемімейді. Егер (a ,b ) аралыгында Д х )> 0 болса, онда 
/ '(# )>  0 болады, онда /(х 2) - / ( х , ) >  0 . Ягни кез келген хг > х1 үшін 
f (x 2) > f ( x ]) онда функция [а,Ь] кесіндіде өседі.

3-теорема. (Функцияньщ кемуінің критериі).
Егер [а,Ъ\ кесіндіде f ( x )  функциясы үзіліссіз жэне (а, Ь)-да f ( x ) <  0 ( f '(x  ) < о )  
болса, онда f ( x )  функциясы \a,b] кесіндіде өспейді (кемиді).

Бүл теореманыц дәлелденуі 2-теореманыц дәледенуіндей.

4-теорема. Егер [а,Ъ\ кесіндіде / ( х )  функциясы жүп (тақ) және диф- 
ференциалданатын болса, онда оньщ туындысы / '( х )  осы кесіндіде так (жұп) 
болады.

§36. Функцияныц тоңіректік экстремумының қажетті 
және жеткілікті шарттары

Алдыңғы параграфта төңіректік экстремумның анықтамасын бергенбіз, 
енді оған басқаша анықтама берейік.

Аны қт ама. Егер S  оң саны табылып, функцияныц өсімшесі мына 
теңсіздікті Ay= f{x) - / ( ^ ) < 0, VxgL/(x0,S) (немесе Ay=AX)~AX<>)- 0, УхеЦ[хс,3))  
қанағаттандырса, онда хй f ( x )  функцияньщ төңіректік максимум (минимум) 
нүктесі дейді. Төңіректік максимум жэне минимум нүктелері төңіректік 
экстремум нуктелері деп аталынады.

1. Экстремумның қажетті шарты.
Егер х0 нүктесі f ( x )  функцияныц төңіректік экстремум нүктесі болса, 

онда Ферма теоремасы бойынша оньщ осы нүктедегі туындысы нөлге тең, яғни 
/ '(х )=  0 . Функцияньщ туындысы нөл болатын нүктелерді стационар нүктелер 
деп атайды.

(a,b) интервалында f ( x )  функцияньщ төңіректік экстремум нүктелерін 
табу үшін,- оларды стационар нүктелердің арасынан немесе f ( x )  функцияньщ 
туындысы болмайтын нүктелердіц арасынан іздеу керек. Сонымен стационар 
нүктелер

f '( x ) = 0  (36.1)
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теңдеудің шешімі болады. (36.1) шарт * нүктесі f ( x )  функцияньщ төңіректік 
экстремум нүктесі болу үшін қажетті бірақ жеткіліксіз.

Мысал. / (х )  = х  функциясы х„ = 0 нүктесі стационар нүкте, бірақ бұл 
нүктеде функция өседі.

2. Твңіректік экстремумныц ж еткілікті критершіері.
1-теорема. х0 нүктесі у  = f i x ) функцияньщ стационар нүктесі болсын 

(яғни f '(x 0)= 0 ) жэне f ( x )  функцияньщ x0 нүктенің кейбір маңайында 
үзіліссіз екінші ретті туындысы болсын
1) erep f \ x 0) < 0 болса, онда х0 нүктесі төңіректік максимум нүктесі болады;
2) егер / '( х 0)>  0 болса, онда х0 нүктесі төңіректік минимум нүктесі болады.

Дәлелдеуі. f  функциясын Тейлор формуласы бойынша лг- *п-тің дэреже- 
лері арқылы жіктеуге болады, и = 1 үшін

А х)= А хо)+/Х хЛ х ~ х<>)+^іР-{х ~хйУ’ £ 6 ( w )

x0 нүктесі стационар нүкте болғандықтан

А х) = А хо ) + ^ р { х - хаТ, # е ( * 0,х )  (36.2)

f { x Q)< 0 болсын, теореманың шарты бойынша х0 -іц маңайында / '(* )  үзіліссіз, 
сондықтан /"(х0) < 0, VxeU (x0,S )  болатын £ > 0  табылады. Онда (36.2) 
формуланың қалдық мүшесі

^ p - { x  ~ x 0J  <0, V£ е U(x0,5  ). => Ау = / ( * ) -  f ( x 0)< 0, Vx е U(x0,S )

Анықтама бойынша х0 нүктесі f ( x )  функцияныц теңіректік максимум 
нүктесі болады. Осы сияқты, егер /"(х0)>0 болса, онда /*(^,)>0, Vx е u(xwS) 
жэне f" ( i)>0, £, е(х0,х) Сондықтан (36.2) бойынша Ay -  / ( * ) -  /(* „ )>  0, ягни 
х0 нүктесі /  функциясының төңіректік минимум нүктесі болады.

Мысал. f( x )  = 2 + 2х -  х2 функцияньщ төңіректің экстремум нүктесін табу 
керек.

Шешімі. f  (x)= 2 -2 х ,  2 -2 х  = 0. х0 = 1 стационар нүкте. f ’(x)= -2  <0. 
f ( x )  функциясы үшін х0 = 1 нүкте төңіректің максимум нүкте болады.

Е  С К  Е  Р  Т  У. Егер / ’(х0) = 0 , / ”(х0) = 0 болса, онда /  функцияныц х0 

нүктеде төңіректік экстремумы болуы да болмауы да мүмкін. Мысалы, 
/(х)-= х3 функцияныц / '( 0)= 0, / '(о )=  0 бірақ х0 = 0 нүктеде функцияныц

төңіректік экстремумы жоқ. f ( x )= x 4 функцияньщ да f ( 0) = f ’(0) = 0. х0 = 0 

нүктесі функцияныц төціректік минимум нүктесі болады.

2 -теорема. / ’(х0) = / ” ( х 0 ) = . . .  =  / й(х0) =  0  жэне / ( " j ! ) ( x 0 ) * 0  туынды х0

нүктеніц кейбір маңайында үзіліссіз болсын.
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1) егер (и + і) ж үпжәне / <л' l\ x a)<  0 болса, онда /  функцияньщ х0 нүктеде 
төңіректік максимумы болады.

2) егер (« + 1) жұп жэне / <"'%х0)> 0 болса, онда /  функцияньщ х0 нүктеде 
төңіректік  минимумы болады.

3) егер (n + l) так жэне / (яМ)(х0)^  0 болмаса, онда /  функцияньщ х(1 нүктеде
төңіректік экстремумы болмайды.

Дэлелдеуі. /  функциясын Тейлор формуласымен жіктейік

/ ( х ) = Ж ) + ;% ^ ( * - ^ ) + ^ ^ ( х - хо)г + -  + ̂ - ^ ( х - хоУ + 

f e k . * )
/(х ) = / '(* о) = ... / (л)(х0) = О болгандықтан

/ М - / ( ^ о )  = % ^ 1 ^ / ("+,)(#) f e ( v )  (36.3)(л + 1)!

1) и +1 - жұп жэне / ' л’1'1(х0) < О болсын, онда / ("+,)(дr ) < 0 , VxeU (x0,S )  жэне

/("+|)(^ )< 0 себебі £ e l/(x 0,i5) Олай болса / <'"’,)(^)^7 —Х°Г  - ^ 0, онда (36.3)
(и + 1)!

теңдіктен / ( х ) - / ( х 0)< 0, Vx с t/(x0,<?) яғни х0 нүкте анықтама бойынша f ( x )  
функцияныц теңіректік максимум нүктесі болады.

2) n + l - жүн жэне / (я,І\х0) > 0 болсын, онда / (",' \ х ) > 0, V xeU (x0,5 )  жэне 
/(»+|)(^ )> о себебі £ е 6'(х0,й) Олай болса (36.3) формуладағы қалдық мүше

/ ( ”+ 0 ( |) i* _ 3 ) |L  > 0> осыдан / ( x ) - / ( x 0)> 0, Vx e  U(xa,S \  ягни x0 нүкте 
[n +1)1

анықтама бойынша /(x )  функцияныц төціректік минимум нүктесі болады.

3) n + l - так болсын, / ("и)(х0)*  О болмасын, f ^ \ x )  туындының 
үзіліссіздігінен х() нүктеніц кейбір маңайы табылып /^ "+1̂ (х) өзініц тацбасын 
сақтайды, х  нүктесі х0 нүктесінен еткен кезде (Зб.З)-тегі ( х - х 0)"+1 

кебейтінді өзінің тацбасын өзгертеді. Сондықтан Ay — f { x ) -  f  (х0) өсімше 
де өзініц таңбасын өзгертеді. Олай болса х0 нүктесі /(х )  функцияньщ 
теңіректік экстремум нүктесі болуы мүмкін емес.

3-теорема. [xg-S^+ S]  кесіндіде f[x)  функциясы үзіліссіз болсын жэне 
(х0-5 ,х0) жэне (x0,x0 + j )  интервалдардың эрқайсысында функцияның 
туындысы f ( x )  болсын. Сонымен бірге

/ ( х ) > 0 (<0) Vxe(x0-<Xx0)
/'(х )< 0  (> О) Vx е (х0,хс + S) болсын.

Онда х0 нүктесі функцияньщ төңіректік максимум (минимум) нүктесі болады. 
Бул теоремада /'(х0) бар болуы міндетті емес.
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Дәлелдеуі. f  функциясы [хс -<S,jr0] кесінді де үзіліссіз болғандықтан жэне 
функцияныц өсуініц критерийінен осы кесіндіде f  функциясы кемімейді, (өс- 
пейді), яғни

/ ( * о ) - / ( * ) ^ °  (-£ ° )  Vx е [х0 -  х0 ] (36,4)
Ал /  функцияныц [х0,х 0 +<5] кесінді де үзіліссіздігінен жэне функцияньщ 
кемуініц критерийінен, осы кесіндіде функция өспейді (кемімейді), сондықтан 

Л л , ) -  f (x )< 0  (> 0) Ух е [х,_,х„ + S ] (36.5)
Онда (36.4) жэне (36.5) теңсіздіктерден

f(x)<  /(х 0) ( f( x )> f(x a)} Vxe[x0-<$x0 + j ]
1-мысал.

r<# f >0

f

63-сурет 64-сурет 65-сурет 66-сурет

63-суреттегі х0 нүкте функцияньщ төңіректік максимум нүктесі, ал 64-суреттегі 
х0 нүкте төціректік минимум, 65-суреттегі х0 нүкте төңіректік максимум, 66- 
суретгегі х0 нүктесі төціректік минимум нүктесі болады, 65-ші мен 66-ші 
суретгегі х0 нүктелерде функцияньщ туындысы жоқ,

2-мьісал. у  = хе~х функцияныц экстремум нүктелерін табу керек.

Шешімі. у = е х-хе~х, е~г( \-х )=  0, х0 = 1 стационар нүкте.

У = е~*(l - x )  1) у  — е~х{[- х )>  0, V xe(-oo ,l)

2) У = e‘* (l-x )< 0 , Vxe(l,+oo)
Олай болса х0 = 1 нүкте функцияньщ төціректік максимум нүктесі болады.

3. Ф ункцияныц ец үлкен жэне ец кіиіі мэндері

\а,Ъ\ кесіндіде үзіліссіз /(х )  функцияныц максимум (минимум) болатын 
нүктелерін табу керек. Бүл функция х0 е[д,&] нүктеде өзініц максимумына 
(минимумына) мына үш жагдайда гана жетеді:

1) х0 = а, 
Егер х а е (a ,b) болса, онда

2) х 0 3) х0 е (а,б)
, төңіректік экстремум нүктесі болады, оны

стационар нүктелердің ішінен немесе туындысы болмайтын нүктелердің ішінен 
іздеу керек. Бүл нүктелер х„ х2, ... . х т ақырлы жиын қүрсын, онда



max Дх) = max { / ( a )  / ( x , ) / ( x 2)..., Дх,„), f(b )}
xs:\a,b\

min f(x )  = min {/(а), Дх,), / ( x 2)..., /(x m), / ( 6 )}

Мысал. /(x)=sinx+cosx, функцияньщ [0,я-] кесіндідегі ең үлкен және ең 
кіші мәндерін табу керек.

Шешімі. f i x )  = cosx-sinx = 0, :y -c o s x - :y-sinx = 0, s in (^ -x )= 0 =>-|--x = fer,

х = 3~-кж, k&Z.* 4
Егер *=0, x, = нүктеде [0,;r] кесіндіде жатады, ал қалған нүктелер бұл 

кесіндіде жатпайды. Сонымен х, = х2 = 0 , х3 = п.

f \ ^ = $ i n ~  + c o s^  = ~  + :~  = yf2. / ( 0)= co s0 + sin0 = l .  /(яг)= s in # +  cos?r = - 1 . 

тах/(х) = л/2, min/(x) = - l .

§37. Функцияныц дөңестігі жэне ойыстыіы. Иілу нүктелері.

1-аньщтама. х0 нүктеде у  = f i x )  қисы қгы  дөңес (ойыс) дейміз, егер х 0 

нүктенін қайсібір төңірегі табылып, осы төңіректің барлық нүктелерінде 
(хд, f ( x 0)) нүктеден қисыққа жүргізілген жанамаосы қисықтан жоғары (төмен) 
орналасқан болса.

2-аньщ пама . (х0, / (х 0)) нүктесі у  = f ( x )  қисықтың иілу нүкгесі деп 
аталады, егер х х0 арқьшы өткенде қисықтың нүктелері (x0, f ( x 0)) нүктесінде 
жүргізілген жанаманың бір жағынан екінші жағына өтсе.

Бүл анықтаманы басқаша былай беруге болады у  = / ( х )  қисықтьщ иілу 
нүктесі деп қисықтың дөңестен ойысқа (немесе ойыстан дөңеске) ауысатьш 
(х0,/(д^)) нүктесін айтады.

67-суретте у  = f{x )  функция (х „ /(х ,))  нүктеде у 
ойыс (х3, / ( х 3)) нүктеде дөңес, ал (х2, / ( х г)) нүктесі 
бүл функцияньщ иілу нүктесі.

1-теорема. (Функцияньщ дөңестігінің критериі).
Егер / ( х )  функцияныц х0 нүктедегі екінші рет-ті 

үзіліссіз туындысы болса жэне / ”(х0) > 0 (/"(х 0) < 0) о  х, ъ  % 5 

болса, онда бүл қисық (х0, / (х 0)) нүктеде ойыс (дөңес) 67-сурет
болады.

Дэлелдеуі. f i x )  функциясын х0 нүктенің қайсібір төңірегінде Тейлор 
формуласы аркылы жіктейміз, п — 1 үшін

Д*) = Л*о)+f ’(xoXx - x 0) + £ ^ p - ( x - x j ,  Х0 < с <■ X. (37.1)

(х0, / ( х 0)) нүктеде қисыққа жанама жүргіземіз

129



/ М - У  = ̂ | Й * - х 0)2. (37.3) :

Erep f"(x  о)>0 болса, онда / " ( х ) үзіліссіздігінен /"(*)>  0, Vx е u(xa, s \  
4<=U{x0,(5) жатса, онда Онда (37.3) теңдіктен / ( х ) - Г > 0 ,  Vx е t/(x0,£).
Олай болса l -анықтама бойынша (x0, f ( x 0)) нүктеде /(.г) функциясы ойыс 
болады.

Егер f ( x 0)< 0 болса, онда / ( х ) -  У < 0. VxeL/(x0,S), ягни функцияньщ 
графигінің нүктелері (x0,f ( x 0)) нүктедегі жанаманың нүктелерінен төмен 
жатыр. Сондықтан 1-анықтама бойыша (х„ /(х 5)) нүктеде функцияньщ графигі 
дөңес. I

Салдар. Егер (х0> /(х 0)) нүктесі у  = f ( x )  қисықтьщ иілу нүктесі болса j 
және х0 нүктеде функцияньщ екінші ретті туындысы болса, онда ол туынды j 
нөлге тең, яғни f ( x 0) = 0. 1

2-теорема. Егер /  функцияньщ х 0 нүктедегі үшінші ретті туындысы f m 
үзіліссіз болса, ал / ”(х0)= О жэне f " ( x 0)*  0 болмаса, онда (ха, f ( x g)) нүктесі /  |  
функциясының иілу нүктесі болады. І

Дэлелдеуі. Бұл жагдайда функцияны Тейлор қатарына жіктейміз п = 2 үшін :

f ( x ) = f ( x r,) + f ’(x(t \ х  -  х0) + (х -  х0)+ (х _ Х;_ у
(37.4)

Ях) =  Лх0) +  /'(* 0  Хх-х,, )+ ( х  _  х0 у,

Ал (х0, / (х с)) нүктедегі жанаманың тендеуі

у  = / ( ;со)+/'(*оХ х '- хо) (37-5)
(37.4)-ден (37.5) алсақ

Л х ) -Ү  = ^ p ( x - x j .  (37.6)

/" (х )  үзіліссіз болгандықтан және / ”(х0) ^ 0  болмагандықтан бүл туынды 
Х(, нүктенің қайсібір төңірегінде өзінің таңбасын сақтайды, олай болса осы 

төңіректе /" (^ ) -д е  өзінің таңбасын сақтайды. Бірак. х х 0 арқылы өткенде 
(х -  х0 f  көбейтінді езінің таңбасын өзгертеді. Олай болса / ( х ) - Г  айырымда 
өзінің таңбасын өзгертеді. 2-анықтама бойынша (хь, f ( x a)) нүкте қисықтың иілу 
нүктесі.

3-теорема, (жалпы теорема).
Erep f { x 0) = f m{xo) =, ,. = о жэне / (n+1*(jc) туынды х0 нүктеде

үзіліссіз болсын жэне / (''+,)(х0) * 0 . Онда

1) егер п + 1 - жұп, ал /^"+|)(х0) < 0  болса, онда /  функциясы (х0, f(xn)) нүктеде 
дөңес;

ү  = /О о )  + /'(* 0  X х  ~  х о )  (37.2)
(37.1)-ден (37.2) алсақ
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2) erep n + l - жұп, ал /" 'K x ,,) > 0 болса, онда /  функциясы (х0, / ( х 0 )) нүктеде 
ойыс;

4) егер п + 1 - так, ал болса, онда (х0, / (х 0)) нүктесі функцияньщ
иілу нүктесі.

Дзлелдеуі.

/ (* )  = / ( х 0)+ / '( х 0Хх -  х0)+ ^ — - ^ ( х  -  х0 , Ү  = / ( х 0 )+ / '( х 0 Хх -  х0),

(п + 1) !
Осы соңғы теңдіктен геореманьщ дәлелдеуі шығады.

Е  С К  Е  Р Т У .  у  ~ / ( х )  қисығын \a,b\ кесіндіде дөңес (ойыс) дейміз, егер 
ол осы кесіндінің эр нүктесінде деңес (немесе ойыс) болса,

§38. Ф ункцияныц графигініц асимитоталары

Кейбір жағдайда функцияньщ графигі, х -> +со жэне х  -> -оо ұмтылғанда 
немесе екінші типті үзіліс нүктелердің маңында, қайсібір түзуге ақырсыз 
жақындай түседі. Осындай түзулерді қисықтьщ асимптоталары деп атайды.

Асимптоталардың үш түрі болады: тІк асимптота, горизонталь асимптота 
жэне келбеу асимптота.

1-аньщтама. Егер х-»х^ ұмтылғанда функцияньщ біржақты шектерінің 
кем дегенде біреуі шексіздікке ұмтылса, ягни lim f i x )  -  +eo, lim / ( x )  = +°o

jc-h +̂O
болса, онда x —xa түзуі у  = / ( х )  қисығының тік асимптотасы деп аталады.

Мысал үшін, у  ~ *- -fy  функциясын қарастырайық, Бүл қисық х  = -1 түзуі
2 * 2 , 

тік асимптота болады, шынында да lim ^-±-1  = +оо, lim
. м - Н О  X  +  1 J t-» -1-0  X  +  1

2-аныцтама. Егер х^+ сс  немесе х-» -оо  үмтылғанда f i x )  функцияныц 
ақырлы шегі бар болса, ягаи

lim f i x )  = А

болса, онда у  = А түзуін / ( х )  функциясыныц горизонталь асимптотасы деп 
атайды,

Мысал үшін, у  = функциясын қарастырайық. Бүл функцияньщ
2 ч

горизонталь асимптотасы у  — О болады. Шынында да lim -j- - *- = 0.
х— X + 1

3~анықтима. Егерде f ( x )  функциясын мына түрде жазуға болатын болса 
f i x ) =  kx+ b + а і х \  l im « (x )= 0  (38.1)

N '  х~*ія> v  '

онда x - > + q o  (-ao) ұмтылғанда Y = kx + b түзуі / (x) функцияньщ көлбеу
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асим пт от асы  деп аталады.
Теорема, х  -> ±оо ұмтыл ганда Ү = кх + Ь түзуі f i x )  функциясының 

графигінің көлбеу асимптотасы болу үшін, мына шектердің болуы қажетті жэне 
жеткілікті

k=  lim — . h = lim \f{ x ) -k x \  (38.2)
_£->-K0 X  J

Қажеттілігі. x-»±co ұмтылғанда y = k x  + b түзуі f i x )  функциясының 
көлбеу асимптотасы болсын, онда (38.1) теццік орындалады, со дан

= к.

lim[/(* )-& *] = lim [foe + b + a(x)~  kx\= lim \b + a(x)\ = lim b + lim a(x)= b.

Жеткіліктілігі. (38.2) шектер бар болсын. Онда шектердің қасиеттері 
бойынша мына шектен lim [ / ( * ) -  kx] = b => f ( x ) - k x  = Ъ + а (х ) осыдан

f i x )  = kx + b + а(х )  яғни 3-ші анықтама бойынша Ү = kx + b түзуі / ( x )  
функциясының көлбеу асимптотасы.

Мысал. у  = -̂ - J1 у  қисықтың асимптоталарын табу керек.

Шешімі. 1) Қисықгың горизонталь асимптотасы жоқ, себебі lim = оо.х — 5
2) х  = 3 нүктесі қисықтьщ екінші текті үзіліс нүктесі, яғни

2 , і  2 <
lim ----ф = +оо, lim -х = -со. Демек х  = 3 нүктесі қисықтың тік асимптотасыиЗ*1 1 -3  і->И 1 -3
болады.

3) Енді функцияныц көлбеу асимптотасын (38.2) формулалар арқылы іздейміз.
ь г  / ( х) х 2 +\k = hm —- -■ = lim ------г = 1 .

UmM = lim h + b +d x I
X-*±ix> X  JC-»±a:

k + &- + - x x

jr-»to x »->+«> x (x -  З) 

b=  lim [ / ( x ) - k x \ -  lim
Z—>+» -C-»±a

Сонымен Y=x+3 түзуі берілген қисықтың көлбеу асимптотасы.

х2 + 1 r  
х - 3

lim f х2+ 1 -х 2+2.x 
x  — 5 = lim = 3.

х-*± к X  —  j

§39. Ф ункцияныц графигін салудыц ж алпы  жобасы

Енді у  = f ( x )  функциясын зертгеп графигін түргызудың жолын көрсе- 
тейік. Берілген функцияны келесі ретпен зерттеу керек:

1) функцияныц анықгалу облысын табу керек;
2) функцияныц координат өстерімен қиылысу нуктелерін табу керек;
3) функцияныц тақтылығын, жұптылығын және периодтылығын анықтау 

керек;
4) функцияны бірсарындылыққа жэне экстремумдықка зерттеу керек;
5) функцияньщ дөңес, ойыс аралықтарын жэне иілу нүктелерін табу керек;
6) функцияныц асимптоталарын табу керек;
7) осы мәліметтердіц кестесін құру керек;
8) алынған мэліметтер арқылы функцияныц графигін түрғызу керек.
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Мысал. f { x )  = ~х ' х ~ і ~  ФУНКЦИЯНЫҢграфигін жоғарыдаайтылған жоба

бойынша турғызу керек.
Шешімі. 1) Функдияның анықталу облысы х а ] басқабарлық нақты сандар 

жиыны, яғни x e R \ x  = l.
2) х2 -  х +1 = 0 теңдеудің нақты түбірі жоқ, сондықтан функцияньщ графигі ОХ 

өсін қиып өтпейді, ал ОҮ есін (О,—і) нүктесінде қияды.
3) Берілген функция тақ та, жұп та, периодты да емес.
5) функцияны бірсарындылыққа және экстремумдыққа зерттеу үшін оның 

бірінші туындысын есептейміз:
;'(Л  -  (2х~ ̂ Хх ~ 0 ~  (х2 - х  + l) _ 2х2 — Зх + 1 - х2 + х -1  _ х “ -  2х х (х -2 )  
f ( h  ( x - l j  -  ( x - l?  ~ ( х - 1 ? - ( х - 1  Г
/ '( * )  = 0, х(х -  2 ) = 0 , х, = 0, х, = 2 екі стационарлықнүкте бар.

5) Функцияньщ дөңес, ойыс аралықтарын жэне иілу нүктелерін табу үшін 
функцияньщ екінші ретті туындысын есептейміз: 

r,f 4 (2x-2Xx~l)2 -  l i x - l f x 1 -2x)  2(x-l)f(x-l)2 -(x 2 -2x)]_ 2[x2 -2x  + l - x 3 +2x]_
f  W ”  ( 1\4 ~  /  Л4 "  /_  tV(x -iY (x-l  Y ( x - l  У

(x-l)
. Ешбір нүктеде f i x )  a  0 болмагандықтан функцияньщ иілу нүктесі жоқ.

7) Енді функцияньщ барлық асимптоталарын та- 
байық. х  = ) функцияньщ тік асимптотасы болады, 
себебі

X +  1 — ?ітп .3-——..X +.1 _  —lim і  ,і->і+о х - 1

lim х~— х
jr-++eo X — 1

lim —
Л-+-СС X  — 1

X  +  1

болғандықтан функцияньщ 
асимптотасы жоқ.

к = lim = lim — .
х * х(х - 1)

= —00

горизонталь

2 - х  + 1
- =  1.

Сонымен Ү - X  түзуі функцияның көлбеу асимп­
тотасы. Алынган мәліметтердің кестесін құрамыз

X 0 (<U) 0 .2) 2 ( 2 , + c o  )

f i x ) + 0 - OO - 0 +

f ( x ) -1 \ CO \ 3

Л х ) - - 0 0 + + +
f i x ) n - 1 n CO и 3

8) Енді функцияньщ графигін түрғызайық (68-сурет).
Функцияньщ графигі (-®,і) аралығында дөңес, ал (і,-к*>) аралыгывда ойыс. 
х = 0 нүкте функцияньщ төңіректік максимум, х = 2 төңіректік минимум 
нүктесі/(о) = - 1, /(2 )= 3 .
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ІП  тарау. Көп айнымалы функциялар.
§1 . Көп айны малы  функцияньщ  негізгі ^гы м дары

Ф ункцияныц аныцтамасьі. D  жиыны R„ кеңістігінің кез келген нуктелер 
жиыны болсын. Егер D  жиыныньщ әрбір м (х ,, х2, ... , хв) е  D  нүктесіне 
қандай да бір ереже бойынша толық анықталған f ( i4 )  = f[x l,x# ...,xn) нақты сан 
сэйкес келсе, онда D  жиынында х],х 2, . . . ,х л п тәуелсіз айнымалылардың 
и = / ( м )  функциясы аныкталған дейді.

r t j ) функцияньщ аныцталу облысы, ал E ( f ) = {и е  R ) и = / ( М ) М  е  £>} 
функцияныц мәндергнің облысы деп аталады.

п = 2 дербес жағдайда екі айнымалының функциясы z = f ( x ,y )  тура осылай 
анықталады. Егер әрбір нүктеге М  (х, у )  е D с  R2 кандайда бір ереже бойынша 
f (M )  = f i x , у) нақты сан сэйкес келсе, онда D  жиынында х , у  екі 
айнымалының z = f(x ,y )  функциясы анықталған дейді.
E (f) = [z е R | г = f ( x ,у), (x ,y )e D }-z  = f ( x ,у) функцияньщмәндерінің облысы.

п = 3 дербес жағдайда x ,y , z  үш айнымалыныц функциясы и = f ( x ,y ,z )  
тура осылай анықталады.

Екі айнымалы функцияны график түрде кескіндеуге болады. z = f{ x ,y )  
функцияньщ графигі R2 кеңістікте бет болады.

Мысал 1. z = д/х2 + у 2 - R 2 функцияньщ анықталу облысын табу керек.

Шешімі. х 2 + у 2 -  R 2 >Q.=> х 2 + у 2 > R 2. Сонымен функцияньщ аныкталу 
облысы центрі бас нүктеде жататын, радиусы R -ге тен дөңгелектің 
сыртындағы нүктелер жиыны.

j г + 2

Мысал 2. и -  arcsin У -  функцияныц анықталу облысын табу керек.

Шешімі. -1 <  У ( z > 0) -z< yx*  + y2 <z. Сонымен функцияньщ

аяықталу облысы екінші ретті конустың ішінде жатқан нүктелер жиыны 
болады.

Функцияныц нүктедегі шегі

Кош и анықтамасы. А  саны u = f ( M )  функцияньщ M{x^,x^...,x^ 

нүктесінің М 0(хі0,х° ,...,х^)  нүктесіне ұмтылғандағы шегі деп аталады, егер кез 
келген s  > 0 санга 5 > 0 саны табылып,

О< р(М,Мй)=^{х , -х^^+ (x2~x°J+ ... + (xn~x°nJ <S  (1.1)
шартынан

\f(x },x7, . . . ,x J ~ A \< e  (немесе \ f{ M )-A \< e )  (1.2)
тецсіздігі орындалатын болса.
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Бұл шартты былай да жазуга болады

lim /(х , ,хг, ... , х„) = А немесе lim / ( М )= А  (1-3)М М о М-*М$

Бүл анықтама квантор тілінде былай жазылады

lim / (М )=  А <=> (Vf > 0ХЗ<5 > o jv M  е Us(M0) I: \ / ( м ) - А \< е .  (1.4)

Гейне аныцтамасы. Егер шегі М0-ге тең кез келген жинақталған {м„} 
тізбекке, Мп * М№ щегі А -га үмтылатын функцияныц мәндерінің тізбектері 
{ /К ) }  сәйкес келсе, ягни Jim f(M „)= А ,  онда А  саны и = / ( м )  функцияньщ 

Мй нүктедегі шегі деп аталады.

Функцияньщ шегініц цасиеттері 
Көп айнымалы функция шегінің кейбір қасиеттерін дәлелсіз келтірейік. 

lim / ( м ) =  A, lim g(M )= В болсын, онда

1. lim [ f{M )± g {M )h  lim f(M )±  Jim g(M ) = A±B.

1  J i s , . J i s . . B-

,  ,іш ( д , д\
3- J ™  J m \  '  l im  <A M l  R '  I ® * 0 )i p ? )  lim ДА /) ВМ-*Мв
4. Erep u - f ( M ) функцияньщ М„ нүктеде шегі бар болса, онда / ( М )  

функциясы шенелген болатын М0 цуктенің кейбір маңайы табылады.
5. lim / '(м )  = Л > О (А < о) болса, онда М0 нүктенің кейбір маңайы табыльш,А/-»М0

осы маңайдың эрбір нүктесінде f (M )> 0  (немесе / ( м ) < 0 ) болады.

§2. Көп айны м алы  ф ункцияны ц үзіліссіздігі

Анықтама. Егер мына үш шарт орындалса:
1) f ( M ) функциясы М0 нүктеде анықгалса,
2) Jim  f ( M ) шегі бар болса,

3) Jim Л М )= Л Щ ) болса, онда и = / ( м ) функциясын М0 нуктеде үзіліссіз депM—*Mq

атайды.
Үзіліссіздіктіц басқа анықтамасын квантор тілінде былай жазуга болады:

Jim f(M )=  f ( M 0) ^ ( \ f £ >O l3S > о { \/М  е й г (М 0)\. \ / ( м ) ~  f ( M s}<  е.
М-»М о ^ )
Егер М0 нүктеде осы үш шарггардың кем дегенде біреуі орындалмаса, онда 

Мй нүктені функцияньщ үзіліс нүктесі деп атайды. Үзіліс нүктесі жекеленген 
нүкте болуы, үзіліс қисығын немесе үзіліс бетін қүруы мүмкін.
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Егер и = / ( М ) функциясы D  облысының әрбір нүктесінде үзіліссіз болса, 
онда бүл функцияны D  облсында үзіліссіз деп атайды.

Үзіліссіз функциялардьщ қасиеттері

Үзіліссіз функциялардың кейбір қасиеттерін дәлелсіз келтірейік.
1. Егер /  және g  функциялары М0 нүктеде үзіліссіз болса, онда 

/ + g , f - g ,  f / g ,  (g(Af0)^0 ) функциялары да М0 нүктеде үзіліссіз болады.
2 . и = /(x „ x 2, . . . , ^ )  күрделі функция болсын, мұндағы 

*1 = *2 =
Егер x, = £ = 1 ,2 ,....п , функциялары t°(t°, t \ , ... , ) нүктеде

үзіліссіз, ал и = f { x v х,.... ,хп) функциясы М 0 = (х, (?°) х2( /’) . .. ,  x j f  )) нүктеде
үзіліссіз болса, онда и = f{ x fa , t2,... ,x n(t-„t7,... ,tn )) = ,tm)

күрделі функциясы t° нүктеде үзіліссіз болады.
3. Егер и = / ( м )  функциясы М0 нүктеде үзіліссіз болса жэне А ч һ  о 

болмаса, онда U0(Ma) табылып, осы аймақтың әрбір нүктесіндегі f ( M ) 
функцияныц тацбасы /(/Ц )-нщ  таңбасына тең болады.

4. Егер и = f ( M ) функциясы шенелген тұйық D  жиьшында үзіліссіз болса, 

онда бүл функция осы жиында шенелген жэне осы жиыннын кейбір М { 
жэне Мг нүктелерінде өзінің ең үлкен М  жэне ең кіші т мәндерін 
қабылдайды.

§3. Функцияныц дербес және толық өсімшелері. Дербес туындылар.

D  облысында анықталған екі айнымалы z = f { x ,y )  функциясын 
қарастырайық, х  жэне у  айнымалыларға М,(х + Дх, у  + Ay) е D  болатьшдай Ах 
жэне Ау өсімшелерін берейік. Онда z = f ( x ,y )  функциясы М  нүктеде толыц 
өсімше алады. Ол мынаган тец

Az(M  ) = f ( x  + Ах, у  + Ay) -  f ( x ,  у  ) = /(А /,) ■- / ( М  )
Онда /  функцияньщ М нүктедегі үзіліссіздігін (кос айнымалы бойынша) 
былай жазуга болады

lim Az(m  ) = ОДх-̂ 0 v J
)

\

(\/е  > оХз^ > 0)(vjAx|< S, Ду| < <5“j): |/(jc + Ах, у  + Ay)- f (x ,y ) j < s.

Енді М(х,у]& 0 , M lx+ A x ,y )eD  болсын, онда Axz{m ) = f ( x  + Ах,у)~ f ( x ,y )  
шаманы z = f{ x ,y )  функцияның М нүктедегі x бойынша дербес өсімшесі деп 
атайды.

Ал M (x,y)eD , M ,(y,y + A y )s D  болса, Ayz{M )=  f { x , y  + A y ) - f ( x , y )  

айырымды z = f ( x ,y ) функцияныц M  нүктедегі у  бойынша дербес өсімшесі



деп атайды.
z = f{ x ,y )  функцияньщ М нүктедегі хж эне ^бойынш а үзіліссіздігін 

былай жазуга болады:
lim Axz(m ) = 0 (Vff > °Х3<У > °ХЧАх\ < s ) : 1/(м і ) -  Л м )\ < е- 
lim Âyz(M) = 0 <=> (Vs > 0ХЗ<$ > 0)(vjAy| < s ) :  j /(М )| < e.

функцияньщ М (х,у)  нүктедегі үзіліссіздігінен оның әрбір х жэне у  
айнымалылар бойынша үзіліссіздігі шығады. Ал керісінше тұжырым дұрыс 
емес.

Жоғарғы келтірілген анықтамалар саны кез келген айнымалы функциялар 
үшін де дүрыс. Мысалы, үш айнымалы и = f( x ,y ,z )  функциясы берілсін, оныц 
дербес өсімшелері

Ахи (м )  = f ( x  + Ах, у , z ) -  f ( x , у , z \
Ауи(М ) = f ( x , у  + A y ,z ) -  f ( x , у , z )

Аги(М ) = f ( x ,  y , z  + A z ) -  f{ x , у, z ) 
ал толық өсімшесі Аи(М  ) = f ( x  + Ах, у  + Aу, z  + Az ) -  f ( x ,  y , z ) айырымға тең. 
D  жиынында и = f ( x ,y ,z )  функциясы берілсін. Егер

lim f ( x + A x ,y , z ) - f ( x , y , z )  = Hm Axu(M )
4»-»o Дх д*-»о Ax

шек бар болса, онда ол шек и = f ( x ,y ,z )  функциясыньщ M (x,y ,z) нүктедегі х 
бойынша алынган дербес туындысы деп аталады да, мына өрнектермен 
белгіленеді

ди\ ди{м ) 3 /(М ) ч
дх\м ’ дх ’ дх ’ JA } 

и = f ( x ,y ,z ) функцияньщ х бойынша дербес туындысы анықтама бойынша

8г)(М ) = df(M  ) = ]im f ( x  + A x,y ,z)~  f ( x ,y ,z )  ^  ш  \ и ( м )  
дх дх а*-» о Дх д*-»о Дх

/  функцияньщ М  нүктедегі у  жэне z бойынша дербес туындътары да тура 
осылай анықталады. Сонымен,

du(M ) _ d f{U ) _ lim f { x ,y + A y ,z ) -  f ( x ,y ,z )  _ lim У ( ^ )  (32 )
dy dy 4v->o Ay 4>->o Ay \ ■ J

du(M ) _ d f(M ) _ lim f ( x ,y ,z  + A z ) - f ( x , y , z ) _ ]im AА м ) /3 3 ч
dz dz дг-»о Az дг-ю Az

Мысал. u= 3x2yz + 4z2+cos(xy) функцияньщ дербес туындыларын 
табьщдар.

Шешімі. ^  = 6xyz -  ysm(xy), ^  = 3x2y -x sm (xy), Q^ = 3x2y  + iz . Мына

ережені есте сақтаған дұрыс, егер функциядан, х бойынша туынды алсақ у  
пен z -ті түрақты деп есептеу керек, яғни қайсібір айнымалы бойынша дербес 
туынды алсақ қалган айнымалыларды түрақты сан деп есептеу керек.
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Анықтама. u = f ( x ,y ,z )  функциясын M (x,y ,z)  нүктеде дифференциал- 
данады дейді, егер осы нүктенің кейбір аймағында осы функцияныц толық 
өсімшесін былай жазуға болса:

Аи(м) = ААх + BAy + CAz + o(p) (4.1)

мұндагы А ,В ,С  - түрақтылар. р  дегеніміз M[x,y,z) және M [x + Ax,y+Ay,z + Az)

нүктелердің ара қашықтығы р  = у[ах2 + Ау' + Az2, с{р) өрнегі р -га қарағанда

жоғаргы ретті аз шама, яғни lim —̂  = 0 .

Теорема. (Дифференциалданудың цажетті шарты).
Егер и = f (x , у, z) функциясы M (x,y,z) нүқтеде дифференциалданатын 

болса, онда осы нүктеде функцияньщ барлық айнымалылары бойынша дербес 
туындылары бар болады да,

<м>
теңдіктері орындалады.

Дәлелдеуі. u = f( x ,y ,z )  функциясы M (x,y,z) нүктеде дифференциалдана­
тын болсын. Онда M t(x + A x ,y ,z)  нүктеде (4.1) теңдік бойынша

А хи(М  ) = f ( x  + A x ,y ,z )~  f( x ,  y ,z )=  ААх + o(jAx|) (4.3)

теңдігі шығады. (4.3) теңціктің екі жағын Ах ф 0 -ке бөліп, Ах - * 0, онда 
дербес туындының анықтамасы бойынша

lim / (* + A № ) - / ( w ) = lim AAx + t o
Д*->0 Ax Дл—»0 Дх Дх—»0 Дх

dx Д х  o x

Дэл осылай _ в  = с
ay 8 z

Онда толық өсімшені (4.1) былай жазуга болады

(4.4)

Теорема. (Дифференциалданудың жеткілікті шарты).

Егер u = f ( x ,y ,z )  функциясыныц M {x,y,z) нүктеде Jj£, жэне J j

үзіліссіз дербес туьшдылары бар болса, онда М  нүктеде функция 
дифференциалданады.

(Цэлелдемейміз).
п айнымалы функция үшінде дифференциалдану үғымы осылайша анық- 

талады, ягни и = / ( х „ х2, ...,х„) функциясы м ( х 1,х 2,... ,х п) нүктеде дифферен­
циалданады дейді, егерде оныц осы нүктедегі толық өсімшесін былай жазуга 
болатын болса:

§4. Кеп айнымалы функцияньщ дифференциалдануы
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+ + + + (4.5)

мұндағы p  = л[ах[+ ’Ax\ + ... + Ax2n.

§5. Көп айнымалы функцияныц толық дифференциалы

Erep u = f ( x ,y , z ) функциясы М(х, у, z) нүктеде дифференциалданатын 
болса, онда оньщ (4.1) толық өсімшесінің Ах, Aу, Az өсімшелерге 
байланысты

дх ду az
сызықты ернегін /  функцияныц М  нүктедегі толыц дифференциалы немесе 

дифференциалы деп атайды да dii^M ) немесе d f{M  ) түрінде белгілейді. 
Сонымен анықтама бойынша

= ^  + ̂  + ^  (5-1)

тәуелсіз айнымальшар үшін Ax = dx, Ay -  dy, A z - d z  болғандыктан, (5.1) 
дифференциалды мына түрдеде жазуга болады:

(5.2)

Ал, d j ( x ) = ^ ~ p - d x ,  dy(M )= д̂ р dy, d j { M ) = $ - ^ p - d z  (5.3)

өрнектерді функцияньщ эр айнымалы бойынша сэйкес дербес дифферен- 
циалдары деп аталады. Онда функцияньщ толық дифференциалы 
d f(M )=  dxf ( M ) + d yf (M )+ d 2f ( M )  түрінде жазылады.

Енді толық өсімшені былай жазуға болады

А и (м )=  d u (M )+ о{р) (5.4)

п айнымалы и = f ( x px2,. , . ,x n) функцияньщ М (хр х2,... ,xn) нүктедегі 
дифференциалы

du(M ) = % ^ d x , + § ^ d x 1 + . . .+^ ^ d x n (5.5)

гүрінде жазылады.
Жуық шамамен

Аи(м ) я й ?и(м ) (5.6)
деп алуга болады. Бұл формуланы функцияньщ мәнін жуық шамамен есептеуде 
қолдануға болады. Ол үніін (5.6) формуланы .

/ (х 0 + Ax,y0 + Ay,z0 + A z)«  /(х 0,y0,z0)+ Ах + &№<,)Ау + Az (5.7)

түрінде жазу керек.
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М ы сал. ^j(4,02f + (3,04/ түбірді жуықтап есептеу керек.

Шешімі. Түбірді жуықтап есептеу үшін z -  f (x ,y )  = f e +  у 1 функциясын 
қарастырамыз. Бүл функцияныц (хэ + Дх. yr. + Ay) нүктедегі мэнін табамыз. 
Біздің жағдайда х0 = 4; у0 =3; Ах = 0,02; Ау = 0,04. Онда (5.4) теңдіктегі

d / ( w o ) ...
V* + у ,„=4 5 ’ «v , / 7 7 7Л=3

1 . / ( W o ) =  5'
дг=4

д/(4~02^ь(3^04^ « /(х 0,у0) + — Ах + Ду = 5 + і ■ 0,02 + 1 ■ 0,04 = 5,04.

§6. Күрделі функцияныц туындысы

1. и = f ( x ,y ,z )  үзіліссіз дифференциалданатын функция, ал х  = x(t), у  = уО) 
z -  z(t ) t бойынша үзіліссіз дифференциалданатын функциялар болсын. Онда 
бір t айнымалыға байланысты к = f ( x ( t } y(f)z(/)) = ғ і{) күрделі функция 
анықталған. Егер t-rа өсімше берсек Дt^ 0 ,  онда Ах = x(t + A ? ) -x ( t \  
Д>’ -  У О + A ?)- y(t), Az = z(t + A t) -  z(t) өсімшелер алады. At 0 онда Ax 0, 

Ay -> 0, Az -> 0 жэне p  = д/Дг2 + Ay2 4- Az2 -» 0. и = Дх, у, z) функциясы M  
нүктеде дифференциалданса оның толық өсімшесін былай жазуга болады

Д и = -|^Д х+ -|^Д у+ -|^Д 2+ о(р ) (6.1)

мұндағы Hm = 0, ал дербес туындылар (x (t) y ( t) z ( t)) нүктеде есептелін- 

ген. (6.1) тендіктің екі жағын Дг-ға бөліп At ->0 шекке кешеміз, онда

Ит = f t  lim 4 ^  + Hm 4 ^  + 4 й-Hm Аг. + lim 4 ^Af->o At дх дг->о At ду Ai—>o At dz ai->o At д/->о At
осыдан

А и __ du dx . du dy du dz /-/сол
At dx dt d y d t  dz dt

lim sL A l- 0 6'At

lim О II lim
Д /-» 0 At A l - ,0

= lim ■Jx'/?-»o p V /

"л7  = ■ lim ~  = lim ■ lim + 1 4^-) + ЙИ-1p  At A1-+0 p  ai^o At p~*0 p  a/->o^w '   ̂Af j  w  >
/ 2  r2  , / 2  л  

+ >’, + *, = 0 .

Мысал. z = x2 + у 2, x = a cos г, у = Ь sin f, ~  = ?
at

= 2x, ^ = 2 y ,  £  = - esinf, ^  = £cos?. at ox dt oy dt dx dy dt dt

= 2x • (-  a sin /)  + 2yb cos t = -2ax sin t + 2iy cos t.
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2. Егерде t параметрдің орнына х-ті алатын болсақ, яғни 
х=х, у=}{х), z  = 4 xl онда (6 .2) формуланы былай жазуға болады

du_ — ди_ , ди_ Ф_ , ди_ dz_ { f,r \
dx дх dy dx dz dx  ̂ '

Мысал. u= y x +z, x -  x, у  = cos 2 x, z = sin x.
Осы функцияньщ x бойынша дербес туындысын жэне толық туындысын табу 
керек.
t ^  = 2x-ln у у ^ .  ^  = (x:: + z3V г+г,"l , f i  = 3z2- l n y - / tz3, дх ду v у dz

cos x  sin x = -sin 2x, 4^ = cos x. Соныменax ax
^  = 2x - In у  ■ y x *s + (x2 + z 3 jy* +z ■ ( -  sin 2x)+ 3z2 In у  • y x +г ■ cos x = y x +г [2x In у  -  

-  (x2 + z Jsin 2x + 3z2 In у  • cos x]

3. u = f ( x , y , z )  үзіліссіз дифференциалданатын функция, ал х = x ( s ,t )  
у  = y (s ,t) i z  = z ( s ,t )  s жэне t айнымалылар бойынша үзіліссіз 
дифференциалданатын функциялар болсын. s, t айнымалылар бойынша 
и = f ( x ( s ,  t )  y (s ,t  \  z ( s , t )) = Ф(л л  ) күрделі функция анықталған. Олай болса

du _  ди_ дх_ + ди_ +  ди, dz_
ds дх ds ду ds dz ds
ди  _  du, Эх. , ди_ду_ Qu g2
dt dx dt dy dt dz dt

(6.4)

Мысал. u ~  x 2 + yz, x = cos(t2 + s ) у  = sin(s ■ t2) z = s2t2.

#L = 2x, 1 8.=  *, &- = y, fE. = -s in (/2 + 5) ^  = -2rsin(f2 + s), ^ W c o s k r 2) ox dy dz J ds v '  dt v > ds 4 '

~  = 1st cosG • t2 ) jr~ = 2 st2, jr- = 2 s2t. dt x '  ds dt
^  = - 2xsin(?2 + 5)+ zt2 cos(.? -?2)+ 2yst1 

-4xfsin (?2 + 5)+ 2zst cos(,y-f2)+ 2ys2t.

4. Егер и = f ( x ],х 2, . . . , х п) болса, ал ж, - xt(t), хг = x2(t) . . . ,x„ = x j t )  болса, онда
(6.2)-i былай жазуга болады

du = ди dxі , ди ^ х 2 , . ди  dxn ү -  Qu dxt {f.< \
dt ox, dt dx2 dt dxn dt dxt dt  ̂ ’

Егер и = f ( x p x2, . . . ,  x n) ал x, = x,(ti,t2,. . . , tm ) . . . ,  x„ = xn{tx,t2,. . . , tm) болса, онда
(6.4) былай жазуга болады

..... »> т1 J=1 J I
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t

§7, Ж оғары  ретті дербес туындылар және дифференциалдар

1. z= f{x,y) екі айнымалы функция берілсін. Осы функцияныц жэне 

дербес туындылары да х жэне у  айнымалылардьщ функциясы болады.

Сондықтан олардан да дербес туынды алуға болады. Сонымен ^ - f =  f!L (x,y\
дх

мұнда функциядан х бойынша екі рет туынды алынды.
л2 . .

~дхду м¥лДа /  алдымен х  бойынша содан сод у  бойынша диф-

ференциалданады.

j дудх = f  у  * м¥нДа алдымен у  бойынша содан соц х бойынша диф-

ференциалданады.
Я2 И t~ 2~= fw \x>у )  мундафункция у  бойьшшае к іретдифференциалданады.

Осылайша үшінші ретгі туындылар анықталады. п -ші ретті дербес туынды 
(и - і) -ш і ретті туындының бірінші ретті туындысына тең, яғни

д"г = д ( Э '" ' / ']
дх" сх Dx" ! J

Мысал. z = х3 + у 2 + sin(xy) функцияньщ екінші ретті барлық дербес • 
туындыларын табу керек г

^  = Ъх2 + ycos{xy)  | - f  = 6 * - / s m ( x y )  c o s (x y ) -x ys in (x y )

f y = 2y  + x c °s(*y)  = 2 ~ x 2 sin(xy) - £ ^ - = c o s ( x y ) - x y s m ( x y ) .

Теорема, z = f ( x ,у)  функциясы жэне оның f 'x, f y, f" } , / , ” дербес туынды­
лары М (х ,у ) нүктеде жэне оньщ кейбір аймағында алықталган жэне үзіліссіз 
болса, онда осы нүктеде

t L  = t L  ( r  = r )
дхду дудх’ '■ 41 

теңдігі орындалады. (Дәлелдемейміз).

Бүл теореманың дұрыстыгын алдыңғы мысалдан көреміз, = -Д .

Салдар. Егер -■ және ■-  f  J -т дербес туындылар бар үзіліссіз
ох ду д у д х

/  болса, онда теңдігі орындалады.

Ж оғары  ретті дифференциалдар

z ~ f( x ,y )  функцияныц үзіліссіз жоғарғы ретті дербес туындылары бар
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dz = % dx+^ dy=i dx+% dy <7Л)

теңцігімен анықталады, z= f(x ,y ) функцияньщ екінші ретті дифференциалы 
оның бірінші ретті дифференциалдың дифференциалына тең, яғни

d ‘z = d{dz) . (7.2)

dz функдиядан х  жэне у  бойынша дербес туынды алған кезде dx жэне dy 
т.үрақты деп есептейді, яғни

d 2z  = d(dz)=— (dz)dx+ — (dz)dy= —  — dx+ — dy\dx + — {— dx + — dy\dy  = 
дх ду ду )  d y \dx  dy J

01 f  j 2 d2/  , , d1 f  d2f  , 2 d2f  , 2 „ 52/  , , Й2/  , 2 «
+' z k dydx+^ dxdy+~ ^ d y + 2 ~ ^ t dxdy+' t ^ dy = ( 'cbc ayox axay dy ax dxoy ay

5 <й+І 4 ' } f -
Осылайша

+ <7-4> 
Осы процессті жалғастырып Ньютон биномының формуласын пайдаланып 
мынаны аламыз:

n(n  -  1 Yn -  2 ) . . .  (п -  к +  l )  я 1
мұндағы С„ = -------*------ £ r  ------------ Z = -Щ и - IJT теР>’саны-

Егер и = f { x p x2, ... ,х п) болса, онда жоғарғы ретті п-ш і дифференциал

түрінде жазылады.

§8. Көп айнымалы функцияның Тейлор формуласы

Екі айнымалы функцияны қарастырайық. z = f(x,,y) функциясынЫң 
Л/0(х0,Уо) нұктенің қасібір аймагында и-ш і ретгі үзіліссіз дербес туынды- 
лары болсын. Осы аймақта жататын М,(х0+Дж,у0+Ду) нүктені М 0 нүктемен 
кесінді арқылы қосайық. Бұл тузудің параметрлік теңдеуі мынандай

x = x0 + tAx. y  = y 0 + tAy ( 0 < f S l )  (8.1)

болсын. Бул функцияньщ бірінші ретті толық дифференциалы
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Осы түзудің бойында г = f ix ,  у )  функциясы бір тәуелсіз t айнымалының 
функциясы болады, ягни

Z = / ( * 0 + ?Ах, У о + fA>0 = ғ ({) (8.2)

z = f{ x ,y )  функцияньщ Мй нүктедегі өсімшесін құрайық

= /(* -о + Уо + Ду)~ /(х 0. Уъ)= F (l)~  F (Q) (8.3)
^ = функцияныц М 0 нуктеніц қайсібір аймағында п рет үзіліссіз диф-
ференциалданатьга болғандықтан Ғ (і)  функцияньщ да [0,l] кесіидіде п-ті 
ретті узіліссіз туынды пары болады. Онда ғ ( і )  функциясын калдық мүшесі 
Лагранжа түрде болатын Маклорен формуласы арқылы жіктейік

0 <Ө <1.

Осыдан / = 1 болғанда мынаны аламыз

Ғ(,)= Ғ(0)+ Ғ'(0)+ ... * і * .  (8.4)

ғ(г) функцияньщ туындыларын f ( x ,y )  функциясы арқылы есептейік. (8.2) 
өрнектен

df(x  о + tAx,y0 + Г Ax) Ax + df(x0 + tAx, y 0 + thy)
dx

Осыдан t = 0 болғанда
df ( x 0, y 0)F ' ( o ) = ^ ^ A x  +

oy

¥ ( х а,У0)

Ay.

oy Ay.

тура осылай

I -  g2/ ( y0 + ?A x,yn + *Ax)ғ"(0 =
Эх"

д 2/(хп + гАх,>'й + гЛ;у) Ax Ay +

, d 2/ ( x 0 + tAx, y0 + tA y) г 
dy1

Осыдан t = 0 болғанда
d2f ( x 0, y 0)

dx
Ax +2 & f{x„, УB) 

dxdy A xAy + d V ( W o ) A>.3 _

= { j k * x + 1 fy i iy ) /(* о > л )=  d 2f ( M 0) 

Осы процессті жалғастырып мынаны аламыз:

F "'(°}= + )  / (м »>= ^ 3/ ( м 0) 

^ (”4)( ° ) = ( ^ A x  + | r A y J  V (M 0)=  rfB-'(M 0)

F ^ \ e t ) = d ”f ( x 0 + ӨіАх, y 0 + 0tAy) Осыдан t = 1 болғанда

(8.5)

(8.6)

(8.7)
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Ғ {" \ө ) = d n f i x ,  + ӨАх, у в + ӘАу) . (8 .8)

(8.5)-(8.8) теңдіктерді (8.4) теңдікке қойып (8.3) ернекті ескеріп мынаны аламыз

/ 0 0 = f ( M o ) + i j ^ Ax + f y Ay y ( M o ) + j j l j ^ & x + - ^ Ay j  Л м о ) + -  +

+ І ^ Ь ) т ( & Ах + ^ Л-)?)  ^ М°>+ І і ( & Д х + г И ’)  • Ж  + еАх.уо + ^ )

немесе

/ ( ^ )  = S  + ) / Ю +  К- (8-9)

мүндағы Лп- Лагранж түрдегі қалдық мүше. (8.9) формула z = f( x ,y )  
функцияньщ М0 нүктедегі Тейлор формуласы деп аталады. (8.9) формуланы 
мына түрде де жазуга болады

/ ( м )  = f ( M 0) + df(M 0) + j j d 2f ( M a)+ ... + d r- 'f ( M 0) +
K h  (8.10)

+ d" f i x  0 + ӨАх, y0 + Ө&у )

(8.10) теңдік z - f ( x , y )  функцияньщ дифференциалдық түрдегі Тейлор 
формуласы деп аталады.

и айнымалы и = / ( х ^ х , , . . . ^ )  функцияньщ М 0(х, ° , , х “ ) нүктенің 
қайсібір аймағында барлық я-ш і ретті узіліссіз дербес туындылары болса, 
онда оның дифференциалдық түрдегі Тейлор формуласы мына түрде жазылады

f ( M ) =  f{ M 0) + d f(M 0)+ j j d 2f ( M 0) + ... + T ^ Tp d n-,f ( M 0) +
(8.11)

+ Ь. +eAxv ■ ■ ■ ’ x°n + ӨАх")

§9. Айқындалмаған функцияныц туындылары

Екі айнымалы шама х пен у -тің, мысалы у-тің  өзгерісі екіншісінің 
өзгерісіне тәуелді болса, онда у  -ті х-тің функциясы деп атаганбыз. Егер х  пен 
у  -тің арасындагы тәуелділік

У = Л х )  (9-1)

формуласымен берілсе, онда у функция айкын түрде, яғни у  арқылы шешілген 
деп аталады.

Ал егер х пен у  -тің арасындагы тәуелділік
ғ(х , у )  = 0 (9.2)

теңдеуі түрінде берілсе, онда у функция айқындалмаған түрде берілген, ягни у  
арқылы шешілмеген дейді. Айқындалмаган у  = f ( x )  функцияньщ анықтамасы- 
нан
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F { x , f { x ) ) s  О (9.3)

тепе-тевдігі шығады.
(9.2) теңдеудегі Ғ(х, у)  функциясын екі аргумента функция деп карас- 

тыруга болады. Қандай шарттарды қанағаттандырған кезде, (9.2) теңдеуін у  ар- 
қылы бір мәнді шешуге болатындығын көрсетейік.

Теорема. Ғ{х,у) функциясы (^Уо) нүктенің қайсібір маңайьшда үзіліссіз 
дифференциалданатын болсын. Егер

1) Ғ{хй,уй)=0;
ЗҒ Іх  v ^

2)  р-  *  О, болса, онда (хй,ув) нүктенің қайсібір маңайы табылып,

осы маңайда Ғ{х,у) = 0 теңдеуія у  арқылы бір мәнді шепхуге болады, яғни хй 
нүктенің Us{xh) маңайы табылып V x e U s(x0) және у  = f ( x 0) үшін F(x,/(x))sQ  
тепе-тецдігін қанағаттандыратын у  = f( x )  функциясы бар болады. (Дэлелдей-
міз).

Сонымен (9.2) теңдеу у -  /(х )  функциясын анықтайтын болса, онда 
Fix, у )  функциясын күрделі функция деп қарастыруға болады. Олай болса 
У -  f ( x ) функцияныц туындысын табу үшін F (x ,f(x ))s0  күрделі функциядан х 
бойынша туынды аламыз:

ғ ; ( х , у  ) + ғ ; ( х , у ) у : ,  0 (9.4)

Осыдан Ғу(х,у ) ^ 0  екенін ескерсек

ғ & У )  V -5)
Егер Ғ (х,у) функцияньщ үзіліссіз екінші ретті дербес туындылары бар 

болса, онда (9.5) теңдіктің екі жагынан туынды алып, мына өрнекті аламыз:
ғ ;  - у ^ У ; - { ғ ;  + ғ ;  . у ' х ) ғ :

у  -  /  ( , ) --------------------------------- ( F J 7  ------------------ =

г \  1/ я  • Л
ғ ;

г { 1 Г / \ -
Ғ  ” + Ғ  ” \

ху  УУ \
^  X 

"  ) ,!ғ ; -
Ғ  " + Ғ  "хх х у  1

-  £ j l , 
Ғ  '

У )
J 2

2 F  " ғ  'Ғ  ’ -  Ғ  " ( ғ  ' У -  Ғ  " ( ғ  ' ¥
-  х у  X У XX у  У ;  1 у у  V 1 X J  / л  , 4

}
Дэл осы сияқты у  -  f ( x )  функцияныц басқа да жогарғы реггі туындыларын 
табуга болады.

Мысал 1. еу -  е + ху = 0 теңдеуімен берілген айқындалмаған у  = f ( x )  
функцияньщ туындысын табу керек.

Шешімі. Ғ (х,у) = еу - е х + ху функцияньщ дербес туындыларын табайық

К  = + у, Ғ'у = еу + х, (9.5) формуланы иайдалансақ =
ах е +х
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F(x,y,z)=  0 теңдеуі қайсібір шарттарда z = f ( x ,y )  гйқындалмаған функцияны 
анықтайды. Көп айнымалы айқындалмаған функцияньщ бар болу теоремасы 
орындалсын. Онда z = f i x ,  у )  функцияньщ дербес туындылары мына формула- 
лармен есептелінеді

& = Ш- = 7%
дх F2(x ,y ,z ) ду Fz(x ,y ,z)   ̂ '

ш /н п я г а Ғ  = ̂  F ’=2E- F '-M L *  О мұндағы t x & , r y ^ дг •

-ті іздеген кезде у -ті тұрақты дейміз, сондықтан F (x ,y ,f(x ,y))=  0 тепе-

дҒ
тевдіктен + = = ■ Егер | | - т і  іздесек, онда х-ті тұрақты

dz
дҒ

дейміз, сондықтан = 0 ^ & = ~ І Г
dz

Мысал 2. e! +x1y  + z + 5=0  теццеуімен берілген айкындалмаган z = f i x , у )  
функцияныц туындысын табу керек.

Шешімі. Ғ (х ,у ,г) = ег +x2y  + z + 5 функцияньщ дербес туындыларын 
табайық Ғ ’х = 2ху, Ғ'у = х1, Ғ ’г = е +1. (9.7) бойынша

& -  _ qz ____г;
йх ег + ] ’ ^  ег + 1 ‘

Тура осылай көп айнымалы айқындалмаған и -  f ( x t,x2,... ,х„) функциясы 
Fix.,, х2, . . . ,  хп, и ) = 0 теңдеуімен анықталады. Онда анықталмаған көп айнымалы 
и = f { x i,x v ... ,х г ) функцияныц дербес туындылары мына формулалармен 
есептелінеді:

дК

% - - т Ь  ( і- 1д.....*) <9-8>
ди

§10. Көп айнымалы функцияныц экстремумдары

Айталық, и = f ( M )  = f { x v,x7,.,. ,х п) функциясы f l c S ,  жиынында анық- 
талсын.

Егерде М 0 нүктенің U(M0) мацайы табылып, мына шарт орындалса

f ( M 0)< f(M ) , (f{M 0)> f{M )),  VM е и ( м о) (10.1)

онда /  функциясыныц М а{х®,х7,... > х ° ) е  D  нүктеде теціректік минимумы 
(максимумы) болады дейді.
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Функцияньщ максимум жэне минимум нүктелері экстремум нүктелер деп 
аталады.

Теорема. (Экстремумның ңажетті шарттары).
Егер дифференциалданатын u = f{ M )  функцияның M:j нүктеде төңіректік 

экстремумы бар болса, онда осы нүктеде

5 £ f e ) , 0i M M J  = 0 ......  = (102 ,
3x, dx2 dx„ ' v

тевдіктері орындалады.
Немесе

d f(M 0)= o .  (10.3)

Дәлелдеуі. Егер М0 төңіректік экстремум нүктесі болса, онда (10.2) теңдік- 
тердің орындалатындығын көрсетейік. Ол үшін xl,x2, . . . ,x J_,,xJ.,,...,x n айны- 

малыларды тұрақты деп алып,яғни х, = х,°,х2 =х°,....хн  = = x°hV...,xn=xl

болсын, онда м = /(л 10,д:2,...,х “_|,л:/,д:®+1, . . . , ^ )  функциясы бір айнымалыға xj -re 

тэуелді функция болады. Бүл функцияның х; = х° нүктеде экстремумы бар, 
сондықтан бір айнымалы функцияның экстремумының қажетті шарты бойынша

du(M«) df(Mo) __ »
dxj dXj

Xj - кез келген айнымалы болғандықтан (10.2) тендіктер немесе (10.3) 
орындалады.

Бірінші дербес туындылары нөлге тең нүктелерді стационарлъщ нүктелер 
деп атайды.

Теорема. (Экстремумныц жеткілікті шарттары).
М 0 стационар нүктеде и = / ( М ) функциясы екі рет үзіліссіз дифферен­

циалданатын болсын. Егер
d 2f(M 0)>0  (немесе d2f(M 0)< 0 )  (Ю.4)

болса, онда Мй нүктеде / ( М ) функцияның қатаң төңіректік минимумы (немесе 
цатац максимумы) болады.

Дэлелдеуі, Теореманың шарты бойынша и = / ( м )  функцияньщ М 0 
нүктеде үзіліссіз екінші ретке дейінгі дербес туындылары бар. Онда бүл 
функцияны Тейлор форму ласы бойынша былай жіктеуге болады

/ ( м ) -  / ( М 0)= d f(M 0)+ ^ 2/(х °  + 0Дх„... ,х°п + ӨАхп) (10.5)

мұндағы 0 < Ө < 1. Ал М0 нүкте стационар нүкте болғандықтан df(M 0)=Q, онда 
(10.5) формуладан

/ ( М ) -  / ( М 0)=  ± d 2f { x: + 0Дг„... ,хЦ + 0Ахл) (10.6)

/  функцияныц екінші ретті дербес туындылары Ма нүктеде үзіліссіз
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болғандықтан, М 0 нұктенің кейбір маңайы табылып, осы Ue(M0) аймақта 

және d 2f(M 0) таңбалары бірдей болады. Ендеше а'2/ ( М в)> 0  

(d2f(M 0)< o)  болса, онда VM е Us(A40) үшін d 2f(x °  + ӨАх^... ,х° + ӨАхп)> 0 

{d2f(x °  + 0Ах,,...,х° + &Ахп)< о). Олай болса (10.6) теңдіктен 
( / ( м ) - / ( м 0)<  0) теңсіздігі орындалады да, экстремумның анықтамасы 
бойынша, М 0 нүктеде функцияның төңіректік минимумы (максимумы) болады. 
Сонымен

1 ) # ( м о)= 0  2) d 2f(M 0)>  0 немесе d 2f(M 0) <0 (10.7)

шарттары и = f ( M ) функциясының М 0 нүктесіндегі төңіректік минимумы 
немесе төңіректік максимумы болуының жеткілікті шарттары.

§11. Гессе матрицасы

z = f i x , у )  функцияньщ үзіліссіз екінші ретті дербес туындылары бар 
болсын. Онда бұл функцияның екінші ретті дифференциалын былай жазуға 
болады

d z = — <~-ах - 
дх2

немесе

d 1 z  = Q {dx,dy) (11.2)

мұндағы Q функция dx және dy айнымалылардың квадраттық формасы деп 
аталады. Онда (11.1) формуланы мына түрде де жазуға болады

dx
d 2z — Q(dx ,d y )  = \dx , dy ]• H  -

dy
мұндагы

H  =

d1 fI L
dx2 &dy

4a2/

(11.3)

(11.4)

дудх dy2
(11.4) матрицасы Гессе матрицасы  деп аталады.

'Тура осылай м = f ( x ,y ,z )  үш айнымалы функцияньщ екінші ретті 
дифференциалын былай жазуга болады:

дх

_ д 2и+ 2 - ——dxdz-

,2 \ , 3 3 и , 2 д и , 2 д и , 2d  u = \ —  dx + ~ d y  + —  dz | u ~ — —dx +-z~rdy +~rrrdz + 2 dxdy +

dx dz

by dz )  dx1 oy~ 

pp.
-2— —dydz = Q{dx,dy,dz) = \dx,dy,dz\ H  

dydz

dxdy

(11 .5)
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мүндагы

Н

о и
^  7 
О Х

д2и
дхду дхдг

д2и д2и 
дудх ду2 дудг

с и

(11.6)

dzdx dzdy дг2 
үш айнымалы функцияньщ Гессе матрицасы.

Тура осылай п айнымалы и = /(х„х 2,...,х„) функцияның екінші perri диф- 
ференциалын мына турде жазуга болады

мандаты

Я  =

dxr) = \dx,dxp .

д2и д2и
дх,2 дхх дх2 Әх, Әх„

д2и д2и д2и
dx2dxt ~дх["' дхг cbc„

82и д2и д2и
дхлдхх дхпдхг

cfcc,

dx„

(11.7)

(11.8)

п айнымалы функцияньщ Гессе матрицасы.
Егер d 2f( M 0) квадраттық форманьщ Гессе матрицасы он, (теріс) 

анықталса, онда(11.7)теңдіктен dL ) > 0 (<і2/ ( а /с ) < о) болады.
Сильвестрдің критериі бойынша Н  Гессе матрицасы сонда тек сонда ғана 

оң анықгалған, егер мына шарттар орындалса:

Зх,2
> 0,

d2f ( M 0) 82f ( M 0)
дх2 дх1дх1

а 2/ ( м 0) э г/ ( м 0)
дх2дх)

> 0,

82/{ М ъ) д 2/ ( М 0) д2/ { м 0)
дх2 дххЪхг дх,дх3

d2f ( M 0) d2f ( M 0) д2/ ( м 0)
дх2дх. дхі дх2дх3

5 2/(М „) 5 2/ ( М 0) д2/ ( М 0)
dx3dxt дхъӘх2 дхі

! ^ U > o
теріс анықталған сонда тек сонда ғана, егер

(11.9)
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д2А м й)
дх,

< 0,

d2f ( M 0) d2f ( M 0)' 
дх2 Зх,Эх2

d2f ( M 0) д2/ ( м 0)
дх,

> 0,

d2f(M 0) d2f{ M 0) d2f ( M 0)
дх{ Эх,&? ох,Әх3

d2f(M 0) d2f{ M 0) d2f ( M 0)
дх2дхг dx\ дх2дхъ

d2f{ M 0) d2f ( M 0) ә 2/ ( м 0)
Әх3 ftt, dx~dx2 dxj

( 11.10)

мүндағы п тәуелсіз айнымалылар саны.
Сонымен и = / ( х , ,х 2,... ,х„) функцияның М 0 нүктесінде төңіректің 

минимум (максимум) болуының жеткілікті шарттарын былай жазуға болады:

1} дЛ м °)  о. ММо) = 0, М м l L
йх. дх, 0 .

2) Гессе матрицасы осы М 0 нүктеде оң (теріс) анықталған.
Осы шарттарды екі және үш айнымалы функциялар үшін келтірейік. 

z = f ( x ,y )  бол сын, онда

Ш Л - п  М М о ) _ ,
ду

д2 f  d‘f

1) ^ = 0 , 0.

2) ^ > « ,дх
дх2 дхду
д2f  a y
дудх ду

> 0 --
д2ЛМ 0) д2А М 0) (сРАМь)

дх дхду >0 (11.11)

төңіректік минимумның жеткшкті шарттары, ал

П М ^ о )  = 0 д̂ м о). (
дх ’ ду1) = 0 .

2) Эс
<0.

д2/  д2/
дх2 дхду
d2f  d2f  
дудх ду2

> 0 : с ? Л к )  д2А м а) ( с?Лм0))
дхду Jдх ду

>0 ( 11.12)

м=мь
төңіректік максимумның жеткілікті шарттары.
Тура осылай үш айнымапы и -  f ( x , y , z )  функция үшін

п ММо) = 0 ММо) = 0 М "*) = 0 .* ’ я-»» 1 dzдх 9 ду
2) Н  матрицасы М й нүктеде оң (теріс) анықталса, онда и = f ( x ,y , z ) 
функциясының M 0(x0,y 0,z0) нүктеде қатаң минимумы (максимумы) болады.

Е  С  К  Е  Р  Т  У. Егер М а стационарлық нүктеде d2f(M 0) екінші ретті 
дифференциал таңба бойьшша анықталмаса, онда /  функцияның М 0 нүктеде 
төціректік экстремумы жоқ. Ал екі айнымалы f ( x ,y )  функцияның стационар



м ,  нүктеде төңіректік экстремумы жоқ болса, онда

# А к )  ( ? Л к )
дх су V ^

2

Л2
< 0. (11.13)

Мысап. z -  х + ху + у  - 2 х - 3 у  функцияньщ теңіректік экстремумдарын 
табу керек.

Ш ешіт. Алдымен стационар нүктелерін табамыз

| f - 2« * , - 2 , Г2« + , - 2 - 0  tL A
~  = х + 2у -  3, \ х  + 2у ~Ъ = О у  = A °V3’ 3>

Сонымен стационар нүктенін координаттарын таптық, Енді (ІЫ І)-дегі 
шарттарды тексеру үшін барлық екінші ретгі дербес туындыларды табамыз

£.2 л2 2 2̂д z о д z  _ 1 о z _ л о z 
Зх2 ’ аг5у ’

з у м . )
Эх̂  дхдУ

ә Ц м ,)  д7і м 0)

0  Z  _  9

я 2 ду

2 1

1 2

дудх = 1.

= 4 -1  = 3>0.

ӘуӘх фг

Сонымен (11.11) шарттар орындалды, олай болса бұл функцияньщ А/0( |  , 

нүктедетеңіректікминимумы болады. zm m j } =  ^  + ^  +

Мысал 2. и = — х2 — у 1 0 z2 + 4xz + Ъуг — 2х — y  + \3z + 5 функцияньщ 
төңіректік экстремумдарьш табу керек,

Шешімі. Стационар нүктелерін табу үшін бірінші ретті дербес 
туындыларын нөлге теңестіреміз, яғни

-  х + 2z = 1

-  2у + 3z = 1 => M 0( l , l , l ) .
4х + Зу -  20z = -13

Екінші ретті дербес туывдыларын габамыз:

4 й- = -2 х  + 4z -  2 = О ox
= ~2y + 3z -  1 = 0 

1^- = -20z  + 4x + 3y + 13 = 0

d2u _ _2  d*u _
дхду

О, d‘u _ 
dxdz 4.

62ц _ л 92h 
Әубх ’

Әги . 
dzdx -Э^- = 3,5z5>> Әг

= 3.

-2 0 .

д1Сонымен = -
дги д2и - 2  0 4

2 < 0, дх1л,7 дхду | - 2  0
= 4 > 0 0 _ - 2 3S и Ә м " j 0 - 2

ЭуЭх Ә / 4 3 -2 0

= -30 < 0.

Сонымен (11.12) шарттар орындалды, сондықтан M0( l,l ,l)  нүктеде берілген 
функцияньщ төңіректік максимумы болады. итах ( l , 1, 1) = 1 0 .



Е  С К  Е  Р  Т  У. Айқындалмаған z  = f { x ,y )  функциясы Ғ (х ,y , z ) - 0  
хеңдеуімен анықталсын. Онда осы теңдеуден

& = “ ^  = 0> ^  = - у '  = 0=> К (х,У ,г)= 0, F ;(x,y,z)=  0,

Осы екі теңдеуге бастапқы F(x,y,z)=  0 теңдеуін біріктерсек, онда айқындал- 
маған функцияның экстремумы болуының қажетгі шарттары ретінде мына 
жүйені алуға болады:

Ғ ’(х, У, z )  = 0
F ; ( x , y , z ) = o i  (11.14)
Ғ  (х, у , z)=  0

Ал жеткілікті шарттары үшін жоғарыдағы келтірілген формулаларды қолдануға 
болады.

Мысал 3. х2+у2+ z 2- 2 x + 2 y - 4 z - 1 0  = 0 теңдеуімен берілген z = f { x ,y ) 
айқындалмаған функцияның төңіректік экстремумдарын табыңдар.

> ;  = 2х - 2  = 0 

Шешімі. , ғ ’ = 2у + 2 = 0 => ■

х 1 + у 2 + z2 - 2 x  + 2 y - 4 z - \ 0  = 0

X — 1 .

у  = -1 .

1+1 + z 2 - 2 - 2 - 4 z - 1 0  = 0.

z2-4 z -1 2  = 0. z , = -2, z2 = 6. M { 1-1,6) M2(l,- l,-2 )

dz _ F* 
дх Ғ ' ’

dz _ Fy
ду К '

F*x = 2 * -2 ,  F' = 2y + 2, F'z = 2z -  4, . 2x -  2 x - 1  .
2z ~ 4 z -  2 1

-  2^  + 2 _ y + 1 . = _ ^ - 2 - ( x - l > ;  = _ ( z - 2 )2 + ( x - l f  
2z -  4 z - 2 ’ ( z - 2 )2 (z -2 )?

„ ф -  0  (v + l ) (x- l)  » _ (z - 2) - ( y + !)(<) _ ( г - г У  + Су + і )2

^ ■ ( г - 2Г _ {2 - i f  ’ ( z - 2)2 —  ( z - 2?  ’
z" | = _ I 6  = _ 1 <0 "I _ _ 1  "I _ n _»I = 1  I = X ,* I _ л 

64 4 » k  4 ’ ^ k  4 ’ " ' k  4 ’ ^ k

А /,( і,-1 ,б ) нүктеде z" < 0, |я |
01  

4
0 - І

= ~  > 0, Олай болса бүл нүктеде

функцияның төңіректік максимум болады. zmax = 6 .

о 4-
= _i_ 

16,Ц(і,-1,-2) нүктеде z^ > 0 , |Я  

функцияның тоңіректік минимумы болады, zrajn = - 2 .

§ 12 . Ш артты  экстремумдар

> 0 . Сондықтан бұл нүктеде

Бірнеше айнымалы функцияның экстремумын іздеген кезде, шартты
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экстремум деп аталатын есептер жиі кездеседі. Бұл ұғымды екі айнымалы 
функция ушін түсіндірейік.

Айталық, z = f ( x ,y )  ф ункциясы  және ОХҮ жазықтығында жатқан L сызы- 
ғы берілсін. Есептің шарты мынандай: f { x ,y )  функциясының L  сызықтың 
бойындағы мәндерінің теңіректік экстремум болатын М нүктесін табу керек. 
Осындай М  нүктелер f ( x ,  у )  функциясының L  сызыгының бойындағы шарт- 
ты экстремум нүктелері деп аталады.

Егер жәй төңіректік экстремум нүктедегі функция мэні осы нүктенің 
қайсібір аймағындағы барлық нгүктелеріндегі мәнімен салыстырылса, ол 
шартты экстремумда функция мәні тек М  нүктеден өтетін L  сызығындаш 
мәндерімен салыстырылады. Сондықтан, жәй төңіректік экстремум нүктесі осы 
нүктеден өтетін кез келген сызықтың шартты экстремум нүктесі болады. Ал 
кері түжырым дүрыс емес, ягни шартты экстремум нүктесі төңіректік 
экстремум нүктесі болмауы мүмкін.

Берілген

z = f { x ,y )  ( 12.1)

функциясының шартты экстремумын табу керек, егер х және у  мына теңдік 
арқылы байланысқан болса

9 {х,у)=  0 . ( 12.2)

Онда (12.1) функцияны мацсатты функция деп, ал (12.2) теңдеуді байланыс 
теңдеуі деп атайды.
а) Егер байланыс теңдеуінен у  -ті х арқылы айқын түрде анықтай алсақ, яғни 
y  = f i x ): онда осы функцияны ( 12.1) өрнектегі j -тің орнына қойсақ бір 
айнымалы функция аламыз

г = f{ x ,w {x ))=  ф(х)
Осы функцияның төңіректік экстремум болатын х нүктеііерін тауып, содан 
кейін ( 12.2)-ден у  -ті тауып іздеп отырған шартты экстремум нүктелерін 
табамыз.
б) Егер байланыс теңдеуі параметрлік тевдеулермен берілсе, яғни х =
У = y (l ) онда шартты экстремум есебі ете оңай шешіледі. х  және ^-тің  
өрнектерін берілген мақсатты функцияға қойып, тагы да бір айнымалы функция 
аламыз.
в) Егер байланыс тевдеуі күрделі болса, яғни бір айнымалыны екіншісі арқылы 
айқын түрде анықтай алмасақ немесе оны параметрлік тецдеулермен алмастыра 
алмасақ, онда шартты экстремум нүктелерін табу киынға соғады. Бірақ 
қойылған есепті, байланыс теңдеуін у  арқылы шешпейақ, шығаруға болады.
( 12.1) өрнектен, >-ті х-тің функциясы екендігін еске сақтап,

d z =^ +^i_dy
dx дх ду dx'

Ал экстремум нүктеде бұл туынды нөлге тең болу керек
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f + f - l r » -  0 « )
(12.4) теңдікті әзірше белгісіз X коэффициентке көбейтіп жэне оны (12.3) 
теңдіктің сәйкес мүшелерімен қосып мынаны аламыз

^  + К . & \  + {3<р_+д£..&\ = о.

Ал (12.2) теңдеуден

дх ду d x )  \  дх ду dx
немесе

8f  + з df  . 1 д(р ) -  о
Ж + л -Ш )+\ д ^ + я ^ ) ~

(12.5)

Соңғы теңдік экстремум болатын барлық нүктелер үшін орындалады. Белгісіз 
Я коэффициента сондай етіп аламыз, (12.5) теңдіктегі екінші жақша нөлге тең 
болатындай етіп, сонымен

і £ + л 4 £  = о.оу оу
Ал х  және у  -тің осындай мэнінде (12.5) теңдіктен мынандай теңдік шығады

f + ^  = 0. дх дх
Сонымен экстремум нүктеде белгісіз х ,у  жэне Я үшін мына үш теңдеулер 
жүйесі орындалады

дх дх 
К + Х Ё9_=й  
ду ду 
<р(х,у)=  0

(12.6)

Осы (12.6) теңцеулер жүйесінен х ,у  және X-ны анықтаймыз. Бұл теңдеулер 
жүйесі шартты экстремумның цажетті шарттары. ( 12 .6) теңдеулердің сол 
жағы

Ғ (х ,у , і )=  f ( x ,y ) +  А<р(х,у) (12.7)

функцияның х ,у  жэне X бойынша алынған дербес туындылары, яғни бұл 
тевдеулерді уш айнымалы Ғ(х,у,X) функцияньщ төңіректік экстремум болуы- 
ның қажетті шарттары деп түсіну керек. (12.7) функцияны Лагранж функциясы 
деп X саны Лагранж көбейткіші деп, ал осы келтірілген әдіс Лагранж көбейт- 
кіш әдісі деп аталады. Бұл әдіс көп айнымалы функция үшін де дұрыс. п айны­
малы и = /(* ,,хг,...,хп) функцияньщ төңіректік шартты экстремум нүктелерін 
табу керек болсын, егер х„ х 2,... , х п айнымалылары т тецдеулер (т < п) ар- 
қылы байланысқан болса



<р,(х ,,х 2,... ,х „ ) -  О 
>*») = О<р2(х)> х2

(12.8)

д,т( х „ х 2, . . .  , -«„)= О

Экстремум нүктелерін табу үшін Лагранж функциясын құрамыз 

Ғ (х  Х,х г ,..., х п, Яі, Яг ,■ ■ ■, Ям) = f i x ], Xj,. .. )+ (х^,х2, . . . ,х п}+
+ Я2<р2(х1,х 2, . . . , х п)+ ...+  'Яаір„(хи х 2, . . . ,х я).

Осы функцияның х„ хг, ... , х„, Я„ Яг, ... , Ят айнымалылары бойынша 
дербес туындыларын тауып оларды нөлге теңестіреміз:

(12.9)

д<р, dip 2
дх, ' dx. дх.

° L  + 1 д <Рі- + Я2 д<рг
дх2 1 дхг дх2

S 9>і-+ Л2 дд>2
дхп 1 дхп

<Р,(хі’ хі>« . . j .о = 0

<Р2(Х,’Х2> 0  = 0

<РЛХ1’Х2> * * • >* .)  = 0

+ ... + Я,

dq>m
Эх,

ох2

= О 

= О

+ ... + д <р, 
дх„ (12.10)

Осы (т + п) теңдеулер жүйесінен х„х2>... ,х„ жэне Я1,Л2,. . . ,Я т 
белгісіздерді табамыз. Бүл (12.10) теңдеулер жүйесі көп айнымалы 
функциясының экстремум нүктелерінің болуының қажетті шарттары.

Екі айнымалы функцияның төңіректік шартты экстремумының жеткілікті 
шарттарын қарастырайық.

Теорема. (12.1) және (12.2) теңдіктердегі /  және <р функциялары 
ғ{х ,у ,Я )=  = f{ x ,y )+  Я<р{х,у) Лагранж функциясының (x0, j 0>̂ )  стационар 
нүктесінде екі рет узіліссіз дифференциалданатын болсын. Егер

гі2Ғ (х0,у 0,Л0)<  0

<Kwo)= 0
' ^ 2ғ ( х фуф2е)> 0 Л 

^(W o> zo )= °
(12.11)

болса, онда (х9,уй) нүктеде z= f{x ,y )  функцияның тәңіректік шартты 
максимумы (минимумы) болады.

Дтелдеуі. fix:, у )  жэне (f{x, у )  функцияяарын (х0, у0) нүктенің маңайында 
Тейлор формуласы арқылы өрнектейік. Онда

f ( x^ y ) - f ( x (ny 0)=d f{x li, y a) + ^ d if { x (s,y a)+o , (p2\  (1 2 .1 2 )
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<p{x,y)-<p{xa, y 0) = d<p(xa, y il) + ~ d 2<p{x0, y f) + o 7{ p 2), (12.13)

мұндағы P = ^ - x 0f 7 { y - y J  , U m ^ - ^  = 0, 1 ш і ^ ^  = 0. (12.13) теңдікті

Х - т а көбейтіп (12.12) теңдікке қоссақмына ернекті аламыз:
Ғ(х, у,Л )~ Ғ(х0, у0, Л0) = dF(x0, у0, Л0) + ^-d2F(x0, у0, Л0)+ о(р2)

мұндағы о{р2)= о,{р2)+о2(р2) (wo>4>) стационар нүктеде dF(x0,y ll,ACl) = 0. 
Сондықтан

Ғ (х ,у ,Л )~  Ғ(х0,у 0,Л0)= f ( x , y ) - f ( x 0.y 0) = ~ d 2F (x0,y 0)+ o (p 2). (12.14)

Мұндағы Ғ(х,у,Л )=  f ( x ,y )  Ғ(х0,у 0,А0)= f ( x , y )  себебі <р(хуу)=0> <р(хй,у а)=0. 
Осыдан теореманың шарты бойынша /  жэне ср функциялардың екінші ретті 
дербес туындылары (х„, у ,.) нүктенің кейбір аймағында үзіліссіз болғандықтан 

осы аймақта ^ 2Ғ (х ,^)-д ің  таңбасы ^ 2іг(х0,^ 0)-дің таңбасындай болады. Осы 

аймақты сондай етіп алуға болады о(р2) деген қосынды d 1 Ғ(хв.у^)-\\-і 
таңбасына эсер етпейтіндей етіп. Онда (12.11)-дан й 2ғ (х 0,у 0)< 0 (й?2Ғ(х0,у0)>о) 

болса, онда f { x , y )  функциясы (х,„у0) нүктеде төңіректік шартты максимум 
(минимум) болады. Теорема дәлелденді.
Сонымен екінші ретті дифференциалды былай жазуга болады

(я K ( M , ) Y d x \

к ( м . ) Ы  ( ’
rp(x, j ')=  0 байланыс тендеуінен

<p'xdx + <p'ydy = 0 

Осы теңдікті (12.15)-ға қойсақ

dy = - | \dx.
Ф  v

d 2F = \ d x ,- ^ -d x  ] F"  FT,I А К  K j

'  dx
/  а>' N{ F" F * \ f l  1

-Щ -dx = Л Г “ ^ u к )
<P'i

\  V? .
\  1 y JV *y yy I  <P'y)

= dx2 ■{v'yJiv'yi-v'x
p" p" 

XX XV

F" F"
( <P 'y

dxl > 0 жэне (<p'y J  > 0 болгандықтан, шартты экстремумның 
шарттарын былай жазуға болады:

Q
V ХУ У У У м „ \

(12.16)

жеткш кті

(12.17)

егер М0(х0,у0) нүктеде Q > 0 болса, шартты минимум, ал Q < 0 болса шартты
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максимум болады.

Е  С К  Е  Р  Т  У. Шартты зкетремумның жеткілікті шарттарын дәледсіз 
<pt(x,y,z)=  0 жэне <рг(х,у,г)=  0 байланыста болатын үш айнымалы и = f ( x ,y ,z )  
функция үшін келтірейік.

Егер Ғ(х,у,г,Л],Я2) = f(x ,y ,z )+  ^ipx{x,y,z)+ ? ^ 2{x,y,z) Лагранж функциясы 
үшін стационар М 0(.х0, у 0, z0, ) нүктеде

0(Рр<Рг) D{<P»9>2)\\D{<P\><Pi ) j 77»  
1 F"

F t!ХУ
F ”

УУ

F n

К
p n

£>(y,z) D{x,z)  fj D(x,y) yx
{ n

У*

F

D (y ,z)  

\~Ъ{х, z )  

D (y,z)

(12.18)

матрицасы оң (теріс) анықталған болса, онда u = f{ x ,y ,z )  функциясының 
М<1х№Уй>г,) нүктесінде гөңіректік шартты минимумы (максимумы) болады. 
Мұндағьх

d(p\
dy dz
d<P2
dy

dy>2
dz

Көп жағдайларда функцияньщ шартты экстремум болуыньщ жеткілікті 
шарттарын зерггемей максимум минимум болатындығын есептін мағнасынан 
анықтауға болады.

Мысал 1. z = ̂ ]l-x2- у 2 функцияньщ х + у - 1  = 0 шартын қанағатгандыратын 
төңіректік шартты экстремум нүктесін табу керек.

Шегиімі. Байланыс теңдеуінен у-ті х  арқылы айқын түрде анықтай 
аламыз, яғни у  = ! - х ,  осы функцияны берілген өрнектегі у -тің орнына қойса 

бір айнымалыға байланысты z = \І2х ~2хг функциясын аламыз. х0 = 0,5 нүктесі 
осы функцияньщ төңіректік шартты максимум нүктесі болатындығын 
көрсетуге болады. Себебі осы нүктеде функцияньщ екінші ретті туындысы 
нөлден кіші.

Егер хГ] = 0,5 болса х + у - 1 = 0 теңдеуден

у0 = 0,5. Онда z = -Jl -  х2 -у*  функцияньщ 
х + у - 1 = 0 түзудің бойындагы шартты

экстремум нүктесі М , (М ) болады.

158



Мысал 2. z = ху функцияньщ төңіректік шартты экстремум нуктелерін табу

керек, егер х жэне у  оң жэне + Jy- - 1  = 0 тендеуімен байланысқан болса.

Ш ешші. Бұл есепті Лагранж көбейткіш здісі арқылы шешейік. Ол үшін 
Лагранж функциясын күрамыз

Ғ (х ,у ,л )= х у  + + — 1

Осы функцияньщ х ,у  жэне X айнымалылары арқылы аяынған дербес туынды- 
ларын нелге теңестіреміз

дх ' 4
Ж
ду

0

дҒ
дЛ -1 =  0

4у + Хх = 0 
Х+ Ху = 0 :

£ 4 - . - .

= 2 

Уо = 1
ІА = -2.

Есептің шарты бойынша х  жәяе у  оң, сондықтан бірақ стационар нүктесін 
аламыз Af0(2 ,l,-l). Осынүктедегі (12.17) шартты тексереміз.

1Ш0 4 L
<я'І =1 /Г*| = 2d - ^ Ц =1> ^ Ц = - 2;

=  - 2  <  0 .
д у  * уу у х J  ~  ^  Л 2

jg j< 0  олай болса, Щ нүктеде функцияньщ шартты максимумы болады.

Zw lM‘о)=2-
Мысал 3. Ауданы 2а -ға тең каңылтырдан көлемі оң үлкен болатын 

параллелепипед формадағы жабық жәшік жасау керек, яғни и = xyz 
функцияньщ шартты максимумын табу керек, егер -г,>’ жэне г айнымалылары 
оң жэне 2ху + 2xz + 2yz  = 2а теңдеуімен байланысқан болса.

Шешімі. Лагранж функциясын курам ыз

Ғ  (х, у, z, Я ) = xyz + Х{ху + xz + yz — а }

Осы функцияньщ дербес туындыларын нөлге теңестіреміз

F'x = yz + Л(у + z ) = 0

К xz + Х{х+ z)=  0 

Ғ'. = ху + Л(х + у ) = 0 
Ғ'л = ху + ху + yz -  а = 0

ш.
W v f

Осы А£ нүктеде функцияньщ максимум болатындығын көрсетейік.
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Егер и -  f ( x ,y ,z ) функцияньщ х ,у  жэне г айнымалылары бір ғана 
теңдеумен <p(x,y,z)= 0 байланысқан болса, онда оньщ шартты экстремумның 
жеткілікті шарты былай жазылады

в  =
(-</>'* 0 9,

-9, <Ру

(П Ғ"
Ғ

У̂У

К) ° )
к ғ”

У* О !

Ғ"
V  гх К ғ*х  ZZ /

(12.19)

мүндағы Ғ (х ,у ,гД ) Лагранж функциясы.
Егер О матрицасы М 0(х0,>>0,г0Д 0) стационар нүктеде оң (теріс) анықталса, 

онда и = f(pc,y,z) функциясы іЦ, нүктеде төңіректік шартты минимумы 
(максимумы) болады. Сонымен берілген есеп үшін

ғ > о, ғ;Іг (;+лІа= ф  ғ х = у+л =

F~ l. =(z + ̂ )м, = 2 }1§’ Ғу=\м„ ~(х + = 2 J§> = °’ = °' .
^ L > + z k  = ф  ? Һ . = Ф

в = - 2ё 0 Ч і

-Чт 4 f

0

1 fa.
2 V3
1  fa
2 УЗ

1  IS. 
2 І З

1  a
2 v3

1 l ^ V 2 І З
1  fa
2 v3

0
A

- i j f  »

0 - S i r  
2 t  2,R
М3 ПІЗ У

2  = -2vf
0 -2vf

2vf
2̂ J I  3

- 4 § f  - i f f

- i i ' f  -<W
> 0 .

б  матрицасы нүктеде оң анықталған, сондықтан осы нүктеде u = xyz 
функциясының шартты максимумы болады.

§13. Түйық аймақтағы функциянын ең үлкен және ең кіші мәндері

Егер и = /(х „ х 2>... ,х„) функциясы D тұйық аймакта анықталған, үзіліссіз 
жэне осы аймақтьщ ішкі иүктелерінде дифференциалданатын болса, онда 
Вейерштрасс теоремасы бойынша осы аймақтьщ қайсібір нүктелерінде өзінің 
ең улкен және ең кіші мәндерін қабылдайды. Функцияньщ ең үлкен жэне ең 
кіші мәндерін табу үшін D  аймақтың ішкі стационар нүктелердегі функцияньщ 
мәндерін және аймақтың шекарасындағы шартты экстремум нүктелердегі 
мэндерін салыстырып, олардың ішіндегі ең үлкенін функцияньщ ең үлкен мэні 
деп, ал ең кішісін функцияньщ ең кіші мәні деп аламыз.
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ғ

Мысал. z = l - x  + x2 + 2y2- y  функцияньщ D\ x = 0, y  = 0, x +у  = 1
аймақтағы ең үлкен жэне ең кіші мәнін табу керек.

Шешімі. Функцияньщ төңіректік экстремум нүктелерін табу үшін оның
дербес туындыларын нөлге теңестіреміз

dz 
дх

ду

= - 1  + 2х = 0 

4у — I = 0
- 1

2 ’ Уо 1
4 '

Сонымен D  аймақгың ішкі нүктелерінде тек қана бір ғана A ^ l , ! )

стационар нүю е бар. Бұл нүктеде функцияньщ мәні г (-1, 1- )=  — тең.

Экстремумның жеткілікті шартынан бүл нүк теде функцияның төңіректік 
минимум екендігін анықтауға болады. Бірак, бізге оны анықгаудың қажеті жоқ.
а) z = 1 -  х + х + 2у2 -  у  функцияньщ AC шекарадағы шартты төңіректік 
экстремум нүктелерін табу керек.
у = 0 теңдеуді функциядағы у-тің орнына қойып 
z = 1 -  х + х  функциясын аламыз. Осы функцияньщ 
[o.l] кесіндідегі экстремум нүктелерін табу үшін 
оның х бойынша туындысын нөлге теңестіреміз 
және кесіндінің соңғы нүктелердегі мэндерін 
табамыз.
J  = - l  + 2x = 0=>x = l  М ^ іо ) 2 ^ ,° )= J .

М2(6,о) 2(0,0) = 1, АГ3(і,0) г(і,0)=  1.

б) Енді z = l - x  + x2 + 2у2- у  функцияньщ А В шекарадағы шартты төңіректік 
экстремум нүктелерін табайық. Ол үшін х = 0 теңдеуді функциядағы х-тің 
орнына қойамыз. Онда z = 1 + 2у2 -  у  функциясын аламыз. Осы функцияньщ 
[0,1] кесіндідегі экстремум нүктелерін табу керек

ф  = 4у-1  = 0=>у  = 1  М4{0 ,1 ) z(M4) = | ,  М5(0Д) z(M 5) ^ 2 .

в) z = l - x  + x2 + 2у2- у  функцияньщ ВС шекарадағы шартты төңіректік 
экстремум нүктелерін табайық. х + у = 1 байланыс теңдеуінен у -  1- х -ті 
функциядағы у  -тің орнына қойып бір айнымалыға байланысты функция 
аламыз z = 2 -  4х + Зх2.

^  = -4+6х = 0, х = 2 ; Олай болса >>==!, М 6(-2-,і) Бұл нүктедегі

5 3функцияньщ мәні г(М6)= 2  тең. Сонымен z(M0)=~, г ( ц ) = - ,  z(M2)~l, z{M3)=1,

І М ,) -
8 ’

- 3  --------------------- v -u /  g , - ч 17 4 ,

г(А/5)= 2 ,  г(м 6)= - |.  Осыдан D  облысында z„ax - 2 ,  zm _ 5

16)



z  = f ( x , y )  функциясы (х0, у 0) е  D  нүктеде дифференциалданатын болсын.
Осы функдиядан турғызылған S  бетгі 
х  = х0 жэне у  ~ у 0 жазықтықтармен 
қиайык (71-сурет). х = х 0 жазыктығы S 
бетті z0(y) қисығымен қияды. Бүл 
теңдік z - f { x , y )  теңдеуіндегі х-тің 
орнына х0-ді қойғанда шығады. z0(y)

__^ қисықтың у  = у 0 нүктесінен /, жанама
тузуін жүргіземіз. Тура солай у  = у 0 
жазықтығы S  бетті z0(x) қисығымен 
қияды. Бул тевдік z  = f ( x , y )  теқдеуін- 
дегі >'-тің орнына у0-ді койғанда шыға-
ды. г0(х) қисықтың х - х 0 нуктесінен L 

71-сурет
жанама тузуін жүргіземіз. Іг және 12 түзулері S  бетгің M (x0, j 05/ ( x e,y 0)) 
нүктедегі жанама жазъщтыгын анықтайды.

Осы жазықтықтың теңдеуін құрайық.
M(x0,y0, z j  нүктеден өтетін жазықтықтың теңцеуі

А ( х - х й) + В ( у - у й) + С ( г - г й)=С1.
Бұл тендеуді мына түрде жазайық:

z ~ z0 = АХх - х 0) + ВІ(у~У о) (14.1)

А Вмүндағы А. ~ -----, В, —----- .
С ’ С

Енді осы А, мен В, -лерді табайық. /. жэне /, жанама түзулердің теңдеулері

1, ■' z - 20 = /А хо’У Л у - уЛ  х = хо

l, '-Z -Z o =  / Х хо’УоХх -  ХЛ  У = Уо-
1, түзу жанама жазықтықта жатқандықтан, оньщ барлық нүктелері (14.1) 
теңдеуін қанағаттандырады, яғни

z ~ zo = /? (хо’Уо)(у - уЛ
• х = х0,

Z-Zo = А (х - хо)+В, ( у - у 0) 
осы теңдеулер жүйесінен В, табамыз, Bt = Тура осылай пайымдай

отырып /2 түзу үшін A, = f ' ( x 0, у 0) екендігін дәледдеуге болады.
А, жэне В , мәндерін (14.1)-ге қойып жанама жазықгық теңдеуін аламыз.

z - z „  =Л'(х<,’УоХх - хо)+Л'(хо’УоХу -У о) (24-2)

§14. Беттің жанама жазықтығы және нормалі
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S  беттің М (х0, vc,z0) нүктесінен өтетін жэне жанама жазықтыққа перпенди­
куляр түзуді осы беттің нормалі деп атайды.

Нормальдың теңдеуі (14.2) теңдеуден шығады
х-*о  = У- У,  .^г ~ го (14.3)

/Х хс>у0) /Д х*’Уо) - !
Erep S  беті F (x ,y ,z )  = 0 теңдеуімен берілсе, яғни айқындалмаган турде, онда
(14.2) мен (14.3) сәйкес

К ( х„ >Уо’2оХх - хо)+ к  (хо ’Уо’2о Х>’ -  Уо) ■+ F f a  >Уо,2 0 X2 -  z0) = 0 ( 14-4)

(14.3)
^'(■*о»Л»г0) F ’(x „ y „ z0) Ғ '(х0, v0, z0) 

түрінде болады.
Мысал. z = 2х' + /  беттің М0(і,-1,3) нүктедегі жанама жазықтықтың және 

нормальдьщ тевдеулерін жазу керек.
Шешімі: z' = 4jc[ t) = 4, zy = 2y\,t = - 2, (14.2) мен (14.3) формулаларды

пайдаланып жанама жазықтықіың теңдеуі: z - 3  = 4 ( ;r - l) -2 (y  + l) немесе
• x — 1 v 1 2 — 34x -  2j> -  z -  3 = 0 және нормальдың теңдеуі: ——- = — = — —.

§15. Скалярлық өріс. Бағыт бойынша туынды. Градиент. 

1. Скалярлық өріс үғымы.
D  аймақтың эрбір Р  нүктесінде и физикалық шаманың скалярлық мәні 

берілсін. Мысалы, бұл дененің әрбір нүктедегі температурасы, біртексіз дененің 
тығыздығы болуы мүмкін т.б. Онда и нүктелердің скалярлық шамасы деп 
аталады.

Аныкріама. Erep D  аймағында скалярлық и(р) функциясы берілсе, онда 
осы аймақта скалярлық өріс берілді дейді. Егер и функциясы t уақытына 
байланысты болмаса, онда өрісті стационарлы, ал уақытқа байланысты болса, 
онда өрісті стационарлы емес дейді.

Егер физикалық шама вектор болса, онда өрісті векторлық өріс деп атайды. 
Мысалы, векторлық өріс, жьшдамдық, кернеудің электрлік өрісі, магнитті өріс. 
Егер скалярлық өріс үш өлшемді кеңістікте берілсе, онда и{р) = и{х, у , z)  үш 
айнымалының функциясы болады.

Аныщпама. Беттік деңгейі деп, и функциясының мэндері түрақты болатын 
нүктелердің геометриялық орнын айтады, яғни

u (x ,y ,z )= C  {const) (15.1)
Берілген М0 (х0, ,уа, z(.) нүкте арқылы ететін, беттік деңгейдің теңдеуі мына 
түрде жазылады

u (x ,y ,z )= u (x 0, y !1, z !1) (15.2)
Егер скаяярлық өрісі жазық болса, онда и функциясы екі айнымалыға 
байланысты болады. Онда осы өрістің сызықтық деңгейінің тевдеуі мынадай
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и(х, у )  -■ С {const)

2. Б ағы т бойынш а туы нды. u (x ,y ,z )

(15.3)

екалярлық өріс берілсін. Осы өрістен Р(х, у, z) 
нүктесіи алайық жэне осы нүктеден шығатын X 
сәулесін жүргізейік (72-сурет). Осы сәуленің 
багытын a, ft, у бұрыштары арқылы береміз, 
бұл бұрыштар ох, оу және oz осімен жасайтын 
бүрыштар.

Осы сәуленің бірлік векторы тең: 
ёА = (cos a, cos ft, cos у)

Р  (х,, y t, г ,) нүкте осы сәуленің бойында

жатсын. РР, үзындығын р  деп белгілейік. РР, вектордьщ ось координатгагы 
проекциясы бір жағынан pcos a, р  cos ft, р  cos у  -га тең, ал екінші жагынан
х, -X; у , - у  жэне z, -z - re  тең. Олай болса

х, =х + pcosa , у , = y  + pcosft, a, = z + p co sy  (15.4)

Енді и функцияның Р  нүктеден Р,-ге өткендегі өсімшесін қарастырайық.

u(p})-u(p)=u(x+pcosa, у , = у+ pcos/?, z, = z+ ptosy)-u{x,y,z) (15.5)

Егер X сәуленің бойында Р  нүктесі өзінің орныи ауыстырса, онда (15.5)-тегі 
тек р-ны ң ғана шамасы озгереді.

. и(р ,)-и (р )
Р

ди

lim-р-*0

деп атавды да
дЛ

шекті и функцияньщ Я бағыттағы Р  нүктедегі туындысы 

деп белгілейді. Бұл шек Р  нүктеге жэне X сэуленің

бағытына байланысты.
Теорема. Егер и(х,у, z)  функциясы дифференциалданатын болса, онда

оның кез келген Л багыттағы туындысы ЁО. бар жэне ол мынаған тең
дЛ

ди ди ди „ ди / л с ^ \—  = — cosa  + —  COS/3 + —  cosy (ІЭ.о)
дЛ дх ду dz

мұндагы cos a , cos Д  c o s / -  X сэуленің багыттауыш косину стары.
Дәлелдеуі. u (x ,y ,z ) функциясы дифференциалданатын болғандықтан оның

толық өсімшесін былай жазуга болады:

Am = и(х + &х, у  + Ay, z + Az) -  u(x, y, z) = —  A* +— Ay + —  Az + o(p) (15.7)
dx dy dz

мүндағы o(p) шама, р = лі4д-2 + A>>2 +Дгг шамаға қарағанда жоғарғы ретті шексіз 

аз шама, яғни І іш ^ ^  = 0. (15.5) формуладан &x = pcosa, Ay = pcos/?. Az = pcosy
„-w p

тең. Олай болса
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и(р,)~ и(р)= р  cos а  + —~ р  cos 0  + ~  pca sy  + о(р\ (15.8)
дх ду dz

тевдіктің екі жағын /?-ға бөліп ұмтылдырамыз,
и (р .)-и (р ) ди ди „ Ъи .. оір)Ь т ---- - = — cos a  + —  cos р л-----cosy + 1 mi —̂

p->o p  дх dy dz p
ди ди ди „ du—  = —  cos a  h----- cos p + —  cos r  •
dX dx 8y dz

Erep a=0 , p - y = - ,  онда —  = — , erep (j = 0, —  = — , erep ү  = 0, —  = —  .
2 д Л д х  Н д Л д у  дЛ dz

Мысал. и = xyz функциясының Р  нүктедегі және PQ  бағыттағы туынды- 
сынтабу керек, erep р(5,1,2), g ( 7,-1,3) болса.

Ш ешімі: PQ  = (2,-2,і). Осы вектордың бірлік векторы

„ PQ (2-2,1) (2  2 П  2 „ 2  1е = r=z; = = - , — , -  =>cosa = —, cos6  = — , cosy = - .
!/>d V4 + 4 + 1 U  3 3 j  3 3 3

du
dx

du
ay

= xzj =5-2 = 10, du
dz

I „ , ,  ди „ 2 2 , - 5  II= xiJ =3-1 = 5. —  = 2 --------10+- = -----.
аЛ 3 3 3 3

3. Градиент. M(.t,y,z) функциясының градиеыті деп, проекциялары осы 
функцияньщ дербес туындылары болатын векторды айтады, ягни

(15.9), ди^ ди -  ди г 
gradu = —  I + -z~J+ ~r-k  

дх ду dz
Мысалы. u - a x  + by + cz + d  сызықты функцияньщ градиенті тұрақты

вектор: gradu  = a i + bj + ck .
Енді бағыт бойынша алынған туындыны былай жазуға болады

ои
дЛ

= gradu е, (15.10)

gfz Аі

72-сурет.

Бүл шама градиент пен бірлік вектордьщ 
скалярлық кебейтіндісі, олай болса

~  = \gradu\cos<p (15.11)
дЛ

Мұкдағы ф, л  сэуле мен gradu -дың арасындағы 
бұрыш. (72-сурет).

Осы формуладан, <р = 0 болғанда, градиент 
бағыт бойынша алынған туынды ең үлкен мәнді 
қабылдайды,

г̂а* і=| і Н
5и 'І (  ди 
~ду) + 1 &
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Теорема. u(x ,y ,z)  функциясының әрбір нүктедегі градиентінің бағыты осы 
нүкте арқылы өтетін скалярлық өрістің деңгейлік бетінің нормалымен бағыттас 
болады.

Дәлелдеуі. Рй{х0,у0,г^) нүкте арқылы өтетін беттік деңгейдің тевдеуі мына 
түрдежазьшады: и{х,у,г) = щ , (urj =u(xrj>y,l,z0)=-ii(pJ). (74-сурет). 
р0 нүкте арқылы өтетін беттік деңгейдің нормалінің теңдеуі мынаған тең:

_ У~Уо _  z ~ zo
(д и \ ӘгЛ

. ( t
Себебі u (x ,y ,z ) = urj беттің Р0 нүктедегі жанама жазықтыктың теңдеуі

^ ди \

Осы жазықтықтың нормалінің координаттары

N  =
диЛ ( ди

f—1 Л & 1
= grad(p0)

(15.12)

(15.13)

(15.14)

Сонымен (15.12) түзудің бағыттауыш векторы 
u(x,y,z) функциясыньщ Р0 нүктедегі градиенті 
болады.

Сондықтан беттік деңгейдің эрбір нүктесінде- 
гі градиенттерінщ бағыты, осы нүктелер арқылы 
жүргізілген жанама бетке перпендикуляр болады.

Градиенттіц кейбір ңасиеттері:
1. grad(ul +и2)=  gradu, + gradu2.
2. grad(Cu,)  = Cgradux, С  = const.
3. grad(ut -u2)=  u2gradul ■ulgradu2.

Дәлелдеуі.
\ d(u. u,)~ d(u. ■ и ) 8{u, ■ и , ) г (д и ,-  ди, -  dn, ~)t 

grad(u, .м2) = - Ц — H i + -— - ^ j  + - M ~ k  = uA —J-i +— j  + —^ k  ! +
dy dz \ d x  dy dz )dx

+ и,
du, r  du,
dx

-i +- du.
dy

j  + — - k  )~u2gradu, +u,gradu 
dz

4. gradf(u)= f(u )gradu  
Дэлелдеуі.

W M  - 1  ш +1  lf(u)V и- ~ Ш ¥  - /  W~ 1 * / 'M f J +/'(»)? *Cx qy az ox qy dz
xdu-r

= / '( « )
5«-:- du -  du r—  г + —  / + —  A: 
S t dy &

= f'{u)gradu.
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IV тарау. Комплекс сандар.
§1. Негізгі үғымдар

Алгебралық түрдегі комплекс сан деп z = х + іу түріндегі ернекті айтады, 
мұндағы x жэне у нақты сандар, ал і жорымал бірлік деп аталады, іг = - 1 . 
Егер х  = 0, онда 0 + і у - і у  саны таза жорымал, егер у  =■ 0, онда х  + іО = х  саны 
комплекс санның нақты бөлігі деп аталады. Комплекс сандар жиыны С арқылы 
белгіленеді, онда R с: С , яғни барлық нақгы сандар жиьшы барлық комплекс 
сандар жиынының ішкі жиыны болады. х = Re г , у  -  Jmz деп белгіленеді.

Комплекс сандар үшін теңдік, қосу жэне көбейту операдиялары былай 
анықталады:
1) z, = х, + iy\ жэне z 2 = х г +іуг екі комплекс сандар бір-біріне тең сонда ғана, 
егерде х, = х2, у, = у 2 болса, яғни z, =z2 <=>x, =x2, y t =y2; x2 +iy2 = 0<=>x=0, y = 0.
2) (*, + iy ,)± (x 2 + iy2) = (x, ± x 2) + i ( y , ± y 2)
3) (x, +;>,)• (x2 + iy2) = (x,x2 ~ у xy 2) + Кх,У2 + x2y,)
Айырмашылығы тек жорымал бөлігінің таңбасында ғана z  = x  + iy жэне 

z = x ~ iy  екі комплекс сандарды өзара түйіндес деп атайды. + у 7 санын 
z = х + iy комплекс санның модулі деп атайды да |z| деп белгілейді, яғни

\z\ = \х + iy\ = -Jx2 + у 2 . Қосу және көбейту амалдары үшін коммутативтік, ассоциа- 
тивтік жэне дистрибутивтік қасиеттер орындалады:
1) Z,+Z2 =Z2+Z,, Z,-Z2=Z2-Zj
2) (z,+*2)+ z3 = 2,+(z2+z3), (zr z2)z3 = 21(22 ' 2з)
3) (гі ^  = 2tz3 + z2z3

z,
4) Белу амалы көбейту амаяына кері амал ретінде анықтаяады, ягни z  = — ,

z ,

егерде z, ■ z = z2 болса. Сонымен
_ _ z2 ^  x2 +iy2 = (x2+iy2)(xt x,x2 + y ty 2 | .x ,y 2 - x 2v,

z, x,+ iy, (x, +iyl) ( x ,- iy ,)  x ' + y , 1 x 2+ y ,2 

Бөлшектің алымында, бвлімінде x, -  iyl -re көбейтіп комплекс санның нақгы 
жэне жорымал бөліктерін таптық

§2. Комплекс сандардың геометриялық кескіні

Кез келген z =- х + іу комплекс санын (к.с.) 
жазықтықтьщ М (х;у)  нүктесі арқылы кескіндеуге 
болады. Керісінше оху жазықтықтың эрбір М(х;у) 
нүктесін z - x  + iy комплекс санының бейнесі деп 
қарастыруға болады. Комплекс сандарды кескін- 
дейтін жазықтық комплекс жазьщтьіқ деп аталады.
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Абсцисса өсі нақты өс деп аталады, себебі б.үл өсте z = х + Оі = х  нақты сандар 
жатады. Ординат осі жорымал ось деп аталады, бұл осьте z = 0 + iy -  iy таза

вектор арқылы да өрнектеуге болады. f  вектордың ұзындыгы г комплекс 
санньщ модулі деп аталады да, \z\ немесе г деп белгіленеді, \z\ = -Jx1 + у г . 
Нақты остің оң бағытымен г вектордың арасындағы бұрыштың шамасы 
комплекс санның аргументі деп аталады да, arg 2 немесе (р деп белгіленеді.

z  = 0 комплекс санньщ аргументі анықталмаған. z Ф 0 комплекс санньщ 
аргумент) көп мәнді шама, ол 2як (к е  Z ) дәлдікпен анықталады, яғни 
Argz = argz + 2 лк, мүндағы argz -аргументтің бас мәні, - л  < arg z<  л . 

74-суреттен x = r cos <p, у  = r sin f , осыдан

жорымал сандар жатады. z  = x  + iy комплекс санын г = О М =(х; у) радиус

z  = r(cos<p + ismtp) (2.1)

мұндагы г = \z\ = tJx2 +y2, <p = argz. (2 .1) түрдегі комплекс сандарды 
тригонометриялық түрдегі комплекс сандар деп аталады.

у

~7Г < argz < к  болгандыктая, tgq>~ ~  формуладан:
х

у
orctg—, егер х>0, 1 ,1V ширекте 

х
у

к  + arctg—, егер х < 0. у > О, II ширекте 
х

у
<p = m%z = <-7r + arctg—, егер х < 0, у  <0,111 ширекте

—, х = 0, >>>0 ж, х<0, у = 0 болса.
2

Мысал. z = -1  + i комплекс санды тригонометриялық түрде жаз.

—, х = 0, v > 0 
2

—, х = 0, у  > 0 
.2

0, х > 0, у = 0 болса.

Шешімі. Jz| = г = т/(— l)2 +Р" = V2. <р = к  + агсщ —

§3. Комплекс санньщ  көрсеткіш тік түрі

Егер |zj = r  = l болса, онда (2 .1)-ден z = cosq>+isva<p болады. cosp+isinp
санын е'9 символымен, ал cos <р- isin <р комплекс санын е"'" символымен 
белгілеп

е‘Т = cos<p+ ;sin#> 
е~"" = costp-isinip

(3.1)



өрнектерін аламыз. Бұл формулалар Эйлер формулалары деп аталады.
arge1<s= ^ , = argе~щ =-(р, |е ',*’| = 1.

(ЗЛ)-ден

. eif -е~,в> „  ~cos</>------------ , sin<р = -----------
2 2і

(3.2)-ні (2.1)-ге қойсақ

z  = re'f‘ (3.3)

мұндағы 2 = jzj, argz = <р. (3.3) формула комплекс санның көрсеткіш түрі деп 
аталады.

е'9 функцияньщ мынандай қасиеттері бар.
1 е '®’1 ■ е,9г =

„т
2  __= е‘(п-л)

е‘ъ
3. еш ■e“f = е “"р
Бірінші қасиетгің дәлелдеуін керсетейік, қалғандары да солай дәлелденеді. 
Дэлелдеуі:

1 ет ,е т _ (cos ip, + ism <pt Xcos (/>7 + і sin (рг)=  (cos ipt cos :p2 -- sin ©, sin (p,) +
+ i(cosp, sin (рг + cos (p2 sin<p,) = cos(<jj, + <p2) + +<p7) ~

z, = rle “p' жэне z 2 = r2e m екі комплекс сандары берілсін. Мандаты 
г, = |z,j, r2 = jz,j, <p, = argz,, <рг = argZj. 1-ші және 2-ші қасиеттерден

2, -z2 = rtr2e‘(r,*'fl> = r,r7(cos(<p, + <рг) + i sin(q>. + «?.)) (3-4)

—  = — = —(cos((px-q>2) + i sin((3, - p 2)) (3.5)
z, r, r,

(3.4) жэне (3.5) формулалардан jг, • z21 = |z, j|z21, “ = r ^ .
г 2І 12г|

arg(z,-z2) = argz, + argz2, arg(z,/z2)= argz, -  argz2, Екі комплекс сандарды 
көбейткенде олардың модульдері көбейтіледі де аргументтері қосылады. Екі 
комплекс сандарды бөлгенде олардың модульдері бөлінеді де, аргументгері 
алынады. z* = (re*)’ = r V**1’ = r”(cosи<э + /sinя ^ ) , яғни

z" = [r(cos ис> + 2 sin и^ )]4 = r n(cosn<p + ismmp) (3.6)

(3.6) формуланы Муаврдың формуласы деп атайды.

§4. К омплекс саннан тубір табу

п -ші дәрежелі түбір табу натурал дәрежеге шығаруга кері амал ретінде 
анықталады.
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Аньщталіа. z комплекс санньщ п дәрежелі түбірі деп w" = z болатын w 
санын айтады, ягаи л/г = w, erep w" = z болса 
z = г (cos(р + Іsin<р) -  reщ w = р(со%Ө + іі\ъ.Ө) = ре'в деп алсақ, онда 
z = w” => rev  = p  V ”s =>r = p ”, пӨ~(р + 2як, к e Z  болады.

Осыдан p  = sJT, Өк = ,
n

Соньмен w4 = (^Jz \  = yfze ” , к e Z, немесе

„г( <P + 2як . . a + 2я&cos—--------- h г sin —------- L £ = 0,1,2,...,и-1. (4.1)
V й n )

Косинус пен синустьщ периодтылығынан w -ның тура п әртүрлі мән 
қабылдайтындығын дәлелдеуге болады.

Мысал. л/l  мэнін табу керек.
Шешімі. Түбір астындағы өрнекті тригонометриялық турге келтірейік.

z  = 1 + 0 • /, х  = 1, у  =  0, f  = 0.

z = l = cos0 + £sin0, w* = (Vl)4 = + к = 0,1.2.

£ = 0 болғанда w0 = cos0+fsin0 = l.

к = 1 болғанда и’, = cos—  + i'sin— =
3 3 2 2

fc = 2 болғанда w, -  cos-— + г sin ~~ = -  i~— .
3 3 2 2

§5. Түйіндес комплекс сандардың қасиеттері

z  = х  +  iy  =  re'*1, z  = x - i y  = re ',,f берілсін. О ндамьгаақасиеттер дүрыс.
\

1) z, + z 2 = z, ± z 2; 2) z, -Z2 = г ,  -z 2;3 ) |  = =L, z2*0 ;  4 ) p * ] = ( z ) ' , n s Z .

Екінші қасиетгі дәлелдейік, қалғандары тура осылай дәлелденеді.
z, = , z2 =  r2e ^ , v  z2j=  г,г2е-,(л^ _ _____

z, = , г г = , z, • z 2 = г,г2е_’(й+л^  олай болса (z,z2 )=  z, • z2.
5-қасиет. Erep z„ комплекс саны Pn(z) = aaz n +a^z"~' +... + a n̂ z  + an 

көпмүшеліктің түбірі болса, онда осы санға түйіндес z0 саны да осы 
көпмүшеліктің түбірі болады (дс,а.,...,о ,- нақты сандар).

Дәлелдеуі. Түйіндес комплекс сандардың қасиеттері бойынша 
P„(z) = a0z" +a,z"~l +...+atl_jZ + an = a0z “ +a,z"~' + ...+an_]z + all = а 0 (z”)+a,  (z 

+ а ^ ( г ) + а п = a 0( z ) " + a 1(z)"™1+... + a /l4z + an = P n(z). Осыдан, егерде Pn(zr:) ~ 0
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болса, онда P„(z) = P„(z0) = 0. Сонымен z0 саны P Jz)  түбірі болса, онда z 0 
саны да Р  (z)-Tiu түбірі болады.

§6. Көпмүшені көбейткіш терге жіктеу

Р  (х) = а ,х г‘ + а )х"~' +... + ап_Іх-Һап (6. 1)

п -ші дәрежелі көпмүше берілсін. Мұндагы а0,а 1,...,а п - тұрақты нақты сандар.
Теорема 1. Егер х, саны P Jx)  көпмүшенің түбірі болса, онда бүл көпмүше 

x - x t -ге қалдықсыз бөлінеді, яғни

р, 0 0  = (* -  (х% (6 .2 )

мұндагы Р  , (х) - (и- l )  дәрежелі көпмүше.
Теорема 2. (алгебраның негізгі теоремасы). Кез келген п -ші дәрежелі 

(п > 0) көпмүшенің кем дегенде бір нақты немесе комплекс түбірі бар.
(Бүл теоремаларды дэлелдемейміз).
Салдар. P Jx)  көпмүшенің тура п түбірі болады, еселігін ескергенде, яғни 

бүл көпмүшені былай жазуға болады

р„ W  = «о (х ~ Т  {х ~ х, У' . . .( х -  ха J - , (6.3)

кх +кг + ... + кт =л,

мүндағы x0,xv ...,xm сандар Рп(х) көпмүшелігінің түбірлері, еселіктері сәйкес

Түйіндес комплекс санның 5-ші қасиеті бойынша, егер Р„(х) көпмүшелігі- 
нің a + ib комплекс тубірі болса, онда a -  ib комплекс саны да осы көпмүшенің 
түбірі болады. Сондықтан (6.3) жіктеуінде комплекс түбірлер жұбымен болады, 
осыдан

( х - (а  + ід))(х — (a — ib)) = х 1 + p x+ q
р  = -2 а , q = а 2 +Ь2.
Сонымен P J x )  көпмүшенің комплекс түбірлері болса, онда (6.3) жіктеуіндегі 
түйіндес түбірлердің көбейтіндісін коэффициенттері нақты квадрат 
үшмүшелікпен алмастыруға болады. Қорытындысында P Jx)  көпмүшелікті 
былай жіктеуге болады:

Рп (х) ~ ап (х ~ х, У‘ (х -  х2 f  ...{х - xr f  (х2 + p,x + p 2f  ...(х2 + р ,х  + р гп)'" (6.4) 
+ к2 + ... + kr + 2 (^ + s2 +... + sm)= n, барлық квадрат үшмүшеліктердің нақты 

түбірлері жоқ.
Мысалдар. 1) х4 - 1 = (х -  іХ* + + 1).

2) х * -1 6 х  = х{х  — 4)(х + 4).
3) x s -  6х* + 9xz — х 2 +  6х -  9 -  (д: -  іХ*—З) 2 (х2 + х  +1)
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